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ÂVANT-PROPOS. 

VJet ouvrage. Eléments de Géométrie à trœs 
dimensions , se compose de deux parties \ Fune , 
synthétique , est relative à la courbure des ligues 
et des surfaces ; Tautre , algébrique , est mi traité 
complet des surÊices du second degré. Lapre-^ 
mière partie est suivie d'un Appendice , dans le-^ 
quel Y ai démontré, pour les surfaces dévelop-: 
paUes et de révolution , le th^répie d'Ëuler sur 
la courbure d'un élément de surface. 

Ceux qui ont cultivé la géométrie des anciens 
et l'analyse mo^Jernë appliquée à la géométrie » 
savent qu'on est encore loin d'obtenir, par la mé* 
thode synthétique , les résultats qui se dé- 
duisent du Calcul. Cependant cette méthode pré^ 
sente le double avantage de cendre la vérité plus 
sensible^ et dé conduire, par une suite de raisonne^ 
mens , des propositions les plus siinples.aux plus 
composées. Le rapprochement des géométries 
ancienne et moderne a été le principal objet de 
ce mémoire. J'aurai atteint le but que je me suis 
proposé SX les géomètres du prei^er ordre, qui 
se sont occupés avec tant de succès de la géomé-^ 
trie d'Euçlide, soit pour donner plus de rigueur 
aux démonstrations , ou pour y ajouter de nou- 
velles propositions , veulent bien regarder cet 
écrit comme Fessai d'un supplément de la géo^ 
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mélrie des anciens ^ ou comme la suite dit livret 
qui , dans leurs ouvrages ^ traite du plan et des 
angles solides trièdres. 

Quel que soit le jugement qu'on porte sur cet 
essai > on y reconnaîtra l'intention de répandre 
des vérités susceptibles d'applications utiles* La. 
géométrie aux trois dimensions renferme les prin?- 
cipes de la géométrie descriptive y si nécessaire k 
ringénieur chargé de la direction des travaux pu- 
blics ; et quand on jette un coup-d*aâl général sur 
nos arts industriels, on voit qu'ils sont entière-» 
ment du ressort de la Chimie et de la Géométrie. 
Ces deux sciences s'emparent des matières pre- 
mières que la nature offre, ou que l'agriculture 
fait naître; elles les modifient, les transforment^ 
et les approprient aux goûts et aux besoins des 
peuples. Projpager la géométrie à trois dimen- 
sions , c'est dotf ner un nouvel essor aux arts qui 
sont la principale source de la prospérité publique^ 

ACADÉMIE ROYALE DES SCIENCESL 

Extrait (do Procès-Twbal da landi % décctmbre iBiS* 

Conclusions du Rapport reladfà cet Berii. 

Le Mémoire de M. Hachettb est écrit avec méthode et 

clarté , et noaa semble très-propre à remplir l'objet qiie 

Fauteur s'est proposé. Nous pensons que PAcadémie doit 

lui donner son approbation. 

Signés Lecendue; Arago, Rapporieiir. 

L'Académie approuve le Rapport, et e^ adopte les con- 
clusions* 
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Théorie des Lignes et dès Surfaces 

' courbes. 

Les propositions seulement énoncées dans cet ouvrage , 
ou sont éyidetitesi pubien on suppose qu'elles ont été dé- 
montrées dans l^ Élém^oU de Géométrie. 
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jDa Point et de sa position dans Vespace. . 

ONCEVOîrii déu^c plans* fiicës'pfei^éhdîétiL-^ 

hires entre éit£> et tin point ^lit'IjS î^dlàiètôUV 
par rapport aœc deux plims, 5bit "âéï^râdfnée ;^ 
les perpentdiculairës 4biâËasé'ek fiè^ ee j&oîat'^tit' 
les deax plans , les renébhtt^èbt ^dè^tàti^rf' 
points^ qui sont lés pfàp&tiàftii'èit pàinViionné^ 



( 3 ) . 

dans Tespace. Ainsi y la projection d'un point 
sur un plan est le pied de la perpendiculaire 
abaissée du point sur le plan. Il est évident 
que les projectiqns d'un point sur deux plans 
en déterminent la position, car ce point est 
Pintersection des deux perpendiculaires aux 
plans j élevées par ses projections. • 

Quel que soit le nombre de points isolés , les 
projections de ces points sur deux plans fixes 
déterminent leur position respective. 

Des Coordonnées du point; des Plans 

coordonnés. 

si Un point étant projeté sur deux plans 
fijses rectangulaires , les perpendiculaires abais- 
sées de ses deux projections sur la droite inter- 
section des plans fixes , mesurent les distances 
du point projeté aux plans fixes. Nous nomme* 
rons, suivant Fusage , ces distances les coordon- 
* nées dû point : l'une sera V abscisse y et l'autre 
KpriÂp/fh^, du point* Nous nommerons plans 
çof^rdonnés^ ou, plans' de projections , les plans; 
fixes rectangulaires auxquels on rapporte des 
points isolés <,! oq ^s points qui jappartiennent 
4 des droites e|; dçs courbes situées hors de- 
cea plans; eidàn^c^e des coordonnées jU> droitQ. 
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intersection des plans coordonnés.On emploiera 
SQuv^t le mot projection , sans y ajouter , sur 
les plans coordonnés; mais il s^ra facile , dans 
chaque phrase, de reconnaître cette abréviation. 
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i la Ligne droite et du Polygone. 



5. Une ligne droite donnée dans Fespace a , 
comme l'un de ses points, deux projections. 
Si Pou conçoit par cette droite des plans per- 
pendiculaires aux deux plans coordonnés , les 
droites intersections de ces plans sont les pro- 
jections de la droite donnée. Ainsi, la projec- 
tion d'une droite sur un plan est l'intersection 
de ce plan par unsecond plan conduit par la dtoi* 
te , et par une perpendiculaire au premier plan. 
. Les deux projections d'une droite sur deux 
plana fbtes' déterminent la position de dette 
droite:^ caries deux plans perpendiculaires aux 
plans fixes , conduits par les projections de la 
droite y se coupent suivant cette même droite; 
It0 Quel que soit le nombre des côtés d'un^po-^ 
lygone continu ou discontinu, situés ou non 
dans le lùéme plan, les projections des côtés 
de ce polygone sur deux plans coordonnés 
forment sur ces plans deux autres polygones qui 
détermih^t la forme et la position dgpremier. 
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Des Courbes planes et à double courbutSi 

4. Une courbe plane ou à double courbure 
n'étant qu'une suite de points liés entr'eux 
par une loi , sa forme et sa position , à Tégard 
de deux plans cordonnés , seront déterminées 
par les projections des points pris sur cette 
courbe à des distances très-rapprochées. Plus 
ces distances seront petites, et moins le po- 
lygone formé des petites droites qui joignent 
deux points consécutifs de la courbe , différera 
de cette courbe ; or, les projections de ce po« 
lygone en déterminent la forme et la posi- 
tion ; donc les mêmes pr<^ections pourront être 
aussi considérées comme celles de la courbe^ 
et elles en déterminent la forme et la positioil. 

Si la loi qui lie les points d'une ligne le$ 
assujettit à être dans un même plan, on dit que 
la courbe est plane : eUe estd double courbure 
lorsque tous ses points ne sont pas situés dana 
le même plan. % t 

Des Tarantes aux Courbes et de leurs 

projections. 

5. Considérant une ligne comme le lieu géo; 
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' liiétriqàç d'cm point mobile y^soamis à ime oa 
plusieurs forces constantes ou variables ^ la loi 
ia mouvement détermine celle quilie les pointe 
de la cousbe entr'eux;^ 

Suivant les: anciens géomètres , une ligne 
dfrpite est tangente à une courbe, lorsqu'ayant 
un point commuDr avec la. courbe, on- ife ^eut 
mener par ce point aucune autre droite, en- 
, tre elle et la courbp. Depuis , on a envisagé les 
tangentes sous nn rapport moins abstrait. Oa 
les a regardées comme des sécantes dont les deux 
rpoints d'intersection consécutifs sontréunis^ou 
comme les prôlongemens des^ côtés infiniment 
petits de la courbe considérée comme-un poly- 
gone d'une infinité de côtés, ou enfin comme ^ 

• la direction dumouvementcomposé par lequel 
la courbe peut être décrite^ Quelle que sait la 

-manière de- les considérer,, il; est bien^ évident 
que les projections des^angezites-d^uiie courbe 

• plane ou à double courbure, soiait les tangentes 
aux projections de cette courbe.. 

Lorsqu'une courbe est plane > la pçtpendt- 
Gulaire à la tangente , élevée par Le point de 
^ eontact dans h plarhde Weonrbe^^t la 220^ 
jnale à la courbe au môme point.. . : 

Un plan rper pendiculair^ à la tangente ^Tane* 
«o^irbe plan0' wi. à. double Qourbuc^, mené: 



■r 



par lepoiat de contact^ se nomme filan non- 
.ma/ à la courbe. ; . 
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PropositioAs relatives au P^intf.àiai Ligne 

droite et au Pian. . 
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6. Lorsqu'après sa^oiv fait tofuroer l'an des 
plans co<:M*donnés a;utour de l'axe des^coonlan- 
nées y ees plans comGid^it> les deux projëetioiis 
d'un même point sont placées sur une droite 
perpendiculaire à Taxe. . ' ):;> 

7. Lorsqu'une droite passe par deux points, 
ia pro|eotion de la droite sur 1-un des pians 
coordonnés, passe par les projections des points 
siirice même plan. < 

8. Deux droites parallèles ooit ponr^irojec- 
tioni» des droites parallèles; : >> . 

^ > *' 9* Lorsque deux droites se coiq>entdans Tes- 
tpace,et comprennent entr'elles un angle, le 
sàitaiiiet de cet angle a pour projection; sqr 
Fun des plans coordonnés^ le point d'inversée- 
tiou des projections des deux droites sitr le 
'tnéme phin coordonné, ; ' ; ' ih f - 

~->'^îiii Aïéiiié ' proportion €st vraie pdar^deux 
lignes quelcoûques planes où à doublé tem*- 
bure qttt se <>DupÀnt où se touchent; Si elles se 
touchent, là projection^dd leur point' d&cbn tact 
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est le point db ooMact des lignes qui en Boti 
projections. ( Art. 4 )• • • • 

to^ Un pian eèt déterminé de positionàFé- 
gard des plans* coordonnés par tes traces.- Oa 
nomme ainsi ies demt droites qui sont les. in* 
terseclions ddce^ plfinsreoôodonni6s et duplab 
donné. ' ' • 

. Xia pesitibn d'àn^ plan est toat-ià^^ait indé- 
pendante des:figoi:^s.pIU8 ou moins. grandes 
qu'on peut traosr i^r ce plan* Ainsi , pour ob-^ 
tenir ses tri^ces sur lesplanfs ooordonnés^ il faut 
le supposer prdlong^ indéfiniment dans tous 
les^ « sfeas ^> et à>moiiis « qu'il' ne soit parallèle à 
Tun des plans coordonné!»^ il les coupera tous 
deux^TantDdèfs droîtésxqtd< se croiseront sur 
y^xc des coorfqnnétau. Daiis.le cas du parallé- 
lâsnse^ une secrie traee sftk leplan coordoiuié 
auquel il n'est pas parallèle^ déterminera laa 
poisilion^çetie^ trace seir^ parallèle à l'axe, dés 
cokirdmmées. Dans le cas^ général > deuxitraoes 
seront nécessaires ^oùr déterminer un plan , 
et il est>évidei](t •qdei pa^ ces traces ^ qui otHzit 
prenn^^nt tmi àtt|fle dota t<jforj sommet est sur 
Y^oûb d^fcé^rdotméesi^'iOfi'^nefpept coiÉiutro 
qu'un seul plan, et quéMa position de cei^an 

est détermina. -i -f-î'-i j;) '...:;*. ijî^.Ki,; .()r 



€tir !es plaD$ coordonnas y dea dh>ités paràl-- 
lèles. ....'.■.:••. .'•.'**'>; 

' ia. Ayant den^F'droiteâ^^aoéMjarHtraire- 
ment^ et un plap qnéiconqxtc rwà^é pondes 
parallèles à ces droites^ ce^phm eA paorallèie aux 
deu;x: droites^ * ^t réeiproquemenii^ qsb) idroîrtea 
sont parallèles aa plan. 

" i5. Iiorsqtiefdeux plèa^s cPi et iP^së wupent, 
leur diroite d'intersectiçn passe! pa^ Je. pmùt.oi^ 
les traces de ceé pknsjP etJP' sur l'an des plans 
coordonnés^ onsur tout autre planf se rencbn-^ 
trent} elle passe i encore par 1er point ou une 
droite prise à volonté sur l'un des d^us plana 
P et P'> coupe Tautre: plan. },..?.; :| a^i; r i 
'i'. i4a Si une droite; J9 teneontbe! fun pian P ^ 
en! même temps qu^uâL autre;iplan}CtuQleonque 
âsené par la ; droite i& coupe oè plan* îB ^oi vani: 
cine^'secônde drojitè 2i^,:lç point d© rèiiconlr© 
dé)la) droite iî et dkt plan JP , et Jejpçint d'iar 
tersaôtion des deux droites jD et i^'iCOUM^ldent. 

, i5» Lorsqu'une idbroîte>4'^^^^^^^^^^^'^^ 
des plan» coordonnés > Jer plftn fpeifpeûdieulaire 

à cette droite a p$frur.tirivce so|^. lemn^me plan 

eobrdoÉméy i:|ne.se0anfli^drQit&,i^op^pendî« 

onl^ir&àlaprêmièf^lZîfjp ]o ^<\rÀo [i:-.r /;-■ . 

i6. Lorsqu'une droite est pejj^ildîculaare à 

xuiplan^lesprojeotk^i/de^^âri^a^ 
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diculaires aux traces da plan. ( Il eA entenda 
^tcuà.la droite et le ;plan ^soiife rapportéd aux 
mêmes plans coordonnés). 
. ;FGwdémoiKrercettepropkMttian: 9 désignons 
•par J? ^Ia:dn»te perpeiidieulaire à un plaà 
quelconque P-; le plan ff' conduit par cette 
jdrôite, .i£^;€l^ ^par sa pcojectioa sur Vùn des 
(fimsf ^oQcdottnés > est perpendjoulaire à ce 
plan coordonné! et au, plan P , puisqu'il passe 
.par d^ droites fierpendioulaires à ces plans; 
or* i un 'pl^' perpendiculaire à deux autres 
{plans est pi^rpen^culaîre à leur intersection 
4^mmtm9r> idonc la traee du plaxi P! sur le plan 
coordonné . est ( art. , x5,). . pei^pendiculaire à la 
.ti:ac6.du;pl«a P ; iHaispCitte trftçe du plan P' et 
la pro)eiQtiiH|.^;ladroUf JD coïncidént( arl^ 5 ) ; 
4'où il suit ^ue la projection d^une drc^le D 
.sur l'un des! ^pla^^ /coordonnés, e$t perpendi^ 
^ukire à )a trace d'un plan P perpendicu-> 
laire à cette- droite. . 

; :17« Ii(^*sqi:i'4jin6>droite €^t pefTpetadiculiune à 
iifitm^ ^utr^s^^rqitffSfi .elle est ^um perpencK- 
calaire au plan qui est parallé^O' & ces derr 
;iaere§droU«s. 
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^ Heê Opératioti» de la Géomèirié dêhciiptipê^ 

t I . . . ♦■ 

V 1 8. Les-propositionsprécédentet», relatives à 
da ligna droite^et an plany i^nf ermeutla ^liéiodp 
deiagéoinétriedescri^tve^JSa considérant cette 
^ométrie' ccMimei tin art gra]^hi4iie,^^dotft 
toutes U$^ opérations idoivettt 6'eiéctitei*^*ftV€fc 
'la règle) et le compad^ éies opérations ddm^ 
.prennent d'abord^ celles ^«^ ttoiit tHéceisisairQs 
pour résoudre Ica problêmes ^e^^lagéotoétrie 
iéUmentaire ^ relatifs à k Hgnei td^oite «t^ au 
«ceffcle tracés sur xtn plan* DafnsîtbW k» aii^ 
très cas, même les . plus consposés , 0& ron «e 
tert à-^k-fefô de deux pkns ctMrAùnn^i^n 
jde. projections^ il est très-reikiai^cîU&bt^ quje le 
nombre des constructicms graphiques de' k 
•géométrie désoriî>!ive «e réduit à'deux , savoir: 
1® cons^it^e^k ^disUaùcedé deui poîtfls tiorit 
on a les projections ; a^ conWrtiirte 4è |)<J«Bt de 
irenbôntré 4'un plan qtiî passé- J^ati ll^s points 
^anés ) et 6^tme dircdté menée par détint points 

-aasBi •donnés?': •" • ' 'i ■■■■? '■'■'■ "''■"" 
C'est ainsi que toutes les opérâ<i©ni9 àur les 
nombres se réduisent à la pratique des quatre 
règles connues de Farithmétique» 
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■ 

Des Surfacescourbesjdes Lignes courbes^ 

$. II. 

I » . • 

' De la Génération des surfaeesy de leur Définition. 

* 

ig. Si Ton considère une sar&ce comme 
le lieu d'cttie cônrbe: mobile dont la forme est 
constante ou' variable , la loi èxi mouvement de 
cette courbe détermine celle qui He> lès points 
de la surface entre eux. On nomme la courbe 
mohile la géir^ratrice de la surfiicè: 

Bn faisant mouvoir une sur&ce d'une forme 
constante ou variable , Tenveloppe de l'espace 
qu'elle parodirtt eSt une* autre smfà^ (q[à'on 

« 

tidiiïtne surfdbe enveloppe ^ éti^tâ^st le lieu dès 
lignes d'intersections successives dé la surface 
mobile. Chacunef de ces ligiies peiit être consi- 
dérée comme là génératrice de la * liuî^tace en- 
vëHappe. '^ ^ , ''■ . ''iWîM').'- - ^i 

Unte feurfece est définie lorêljde ^^ànâ^^/ià'- 
cun de ses pointe ^ on peut assigner' la ligné gé^ 
nércitricÉ^ quipaèsèparcépùintS<3ètt^ '^tiélri-'^ 
tribë pent^ éft^^ddilbéë on ed 'l^Iief / oU'^ilr 
ses projections. ( Art. 4. ) • ' -'^^ 

ÙiB ^y&détp^t^oii'emplbielepltïs fréqiibm- 



ment dans les arb sont celles qui ont pour 
^génératrices mobiles le cercle e.t^lajigne- droite^ 
Farmi les surfaces qui ont pour génératrice le 
eercle y on doit dîstinguei^. celles qu'on nomme 
êujfttcês de révolution y et qui s'exécutent sur 
lUne machine très-connue,. le tour à pintes y 
tour en l'air , .etc. 

•Buy a dQu;:ipe8{»èeeSidesur&ci»$) engendrées 
par iine d|?pîtq^ les ung^^u'on v^omm^, mrfacë$ 
éépeli9ppç.^hii :lw; autres que je^pirQpQ^ç d'ftp- 
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Des SuTfacei^:,4e.jé99l^tiQn^^ ^éné^^l 

j . S(trfmfi^} engifif^rées j^ifri^n CfircU. moltïU. 

• , . ' ■ . * •' . ■ ■ ■ '• . ■ 1 ' ' ■ » p ■ ' ' • 1 

. ' ' ' . . . • • . , ^ . I , . / 5 f , « * J I • . • ' 

»,», sp. J^|^u'^9^c;ç^cIe; se ;tn;C|iit , /Sckii reentee 
uâécritu<ie;CQQrbe; son rayon \^ne suiva^it une 
sÇf(rtWiç.ilG4.;^l^^: intersections «çccessives du 
. plan, d» pf r/qlç ^ f orçaeq t un^ . . s» cfope. lii'esiYe- 
^loppe . dfrl'egpacç qu'un c^Tcle par/t^pv^l; ij'fe^t 
donc déterminée que lorsqu'on connaiitce^1priqis 
~dl|oses;;> i® la, loi suiyaut laquelle Is raypi» di> 
-Qçrçle varie ;,,a<» la çourbe.djécrite pa^y leijçntr^ r 
^ §9 1^ sttrfjEice lie^i^ géométrique des..ij^tçrsactiQi;s 
iSOcpQssâv0 fdu. pÏAU m0bil0)> qui contieul; <)e 

cercle. .• j- ' ^ •,: i :•:;::; v ..' 

- Q0el;que.s0i| te «loiiYôni^ d!Qa9 jplièjBs^ 
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tfrtth rayon constant ou variable', fcnVelopipe 
de Féspace qu^elle parcourt est le Heu de^ 
cercles intersections successives de là' sphère 
mobile. Si Ton remarqtie que de^x spïières qiii 
se pénètrent oDft pour intersection un cercle' 
dont le plan est perpendiculaire à^Ia droite qui 
joint leurs centres , on verra &ci}ement que la* 
courbe décrite par le centre d'une sphère ixxo^ 
bile, est Taxe curviligne d'un canal dont les 
sections perpendiculaires à cet axe sont des 
cercles. Lorsqu'on substitue à cette courbe une 
ligne droite , la surface canal devient une sur^ 
face de révolution. On appelle ainsi la surface 
engendrée par une ligne droite ou courbe ^ 
plane ou à double courbure , qui tourne au- 
tour d'un axe fixe. Un plan mené par cet axé; 
le nomme plan méridien. Tous les plans méii^ 
diens coupent la surface de révolution suivant là' 
même ligne, qu'on nomme section méridUehne: 
Toutes les lignes planes ou à double, cour- 
bure qu'on peut tracer sur une surface de 
révolution dont l'axe est donné , engendrent > 
par leur ïnouvement de rotation autour de 
cet axe , la même surface; ce qui est évident y 
en remarquant que les rayons et la positidot 
respective des cercles de la surface ne varient 
pas. • ' 



(i4) 
. Farmi les surfaces de révolution , nous citei^ 
xons comme les plus remarquables , le tore ou 1^ 
virfetce tfnm^laire , XeUipsoîde et Vhyperboîoide 
de révolution. lie tore a pour génératrice le cer- 
cle qui tourne autour d'une droite située dans le 
plandececercle. L'hyperboloïde de révolution 
est la surface ,^gendi;-ée par une droite mobile 
qui tourne autour d'une droite fixe. ( Ko} ez.la 
Simplement à, la Géornétrie descriptive , art. 75> 
page 63). 

Des Surfaces âévéloppablea. 

ai. Une surface développable est le lieu géo- 
métrique des tangentes à une courbe à double 
courbu^ ; deux tangentes consécutives corres- 
pondent à deux positions consécutives de It 
li^ne 4roite mobile génératric;e de la surface. La 
courbe dont^Iea tangentes forment une surface 
développable est une ligne de cette surface , c[uî 
sépare deux nappes égaler , dont l'une com- 
prend toutes les tangentes , et l'autre leurs pro- 
longiçpiens : on nomme cette ligne arête de 
r^roussement. lies cylindres et les cônes sont 
des surfacesidéveloppablesjdans un cône, Va- 
réte de rebrousseme"' se réduit à un point qui 
est le sommet du cône. Quelle que soit la sur- 



&ced^yelQppabIe , son arête de rebraussqmenjt;. 
en est une Jigae centrale. 

as. Dec^x droitea consécatives d'une 0arfaçp( 
développablecomprennen t ij^n; Clément de ciette 
surface.^ 7 ow ces élémena peuvent être réunie, 
sur un seul et même plan. En effet , deux é\é* 
mens consécijitifs étant séjmrés par une droite» 
de la surfSe^^e , le second élément peut tourner; 
avec la surface autour de cette droite , jusqu'à^, 
ce qu'il s^appUque sur le plan du premier élé;-. 
ment. Ces deux premiers élémeus réunis étant 
fixes 9 le troisième élément peut tourner avec 
la portion%de surface qui lui est adjacente., 
pour s'unir au second, et ainsi de suite. T^OyUSt. 
cesélémens réunis, sur on seq.1 et même. plan r 
forment ce qu'on appelle Je dépeloppeinmP] 
de la surface. Il suit éyiden^ment de ce mpda, 
de dé yeloppomteiit que toutes les^courbes plaues 
ou à., dQublfl ; courl^ure , tracées sur la surface, 
déyeloppable; , et qui CQupept les diroiti^ai 4ff 
cette surface sous des sangles / 4éter naines , s^., 
transforment sur le plap de 4éveloppenûient en 
d'autl:ps courbes qui, coupent, les droites de la^^ 
sttrfSpice déyeloppable rappprtées sur ce plan,; 
sous des angles respectivement égaux mx pre^^ 
miers. 

En considérant une surface courbe quel- 
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conqae^ rien n'empêché de la coceeToîr di-^ 
Tisée en un assez grand nombre de partiesr 
pour que chacune de ces parties tae diffère pas 
sensiblement d'un élément plan. Mai» si toutes 
ces partiesétaient réunies sur un tagiême plan^ de 
manière que deux pat'ties contiguës aient un 
côté commun, elles laisseraient entr^elles des in- 
tervalles, ou se superposeraient. L'aire comprise 
dans le contour extéric^ur de toutes ces parties 
ainsi réunies, ne serait pas de même grandeur 
que la portion de surface courbe formée des 
^émes parties; les surfaces dé veloppables jouis- 
sent donc seules de cette propriété, de pouvoir 
se développer sur un plan sans rupture ni^u^ 
plicaiure ; elles sont les seules dont les élémens' 
plans ont une dimension illimitée dans le sens 
des droites de la surface. 

â5. De quelque manière qu'un plan se meu- 
ve , l'enveloppe de Fespace qu'il parcourt , eçt 
Utie surface déi^eloppable, lieu des droites in(te;r— v 
sections successives du plan mobile. - ' 

Nous reviendrons sur la génération et le dé- 
veloppement d'une surface développable, lors- 
que nous aurons traité la question du pkun 
tangent à cette sur&ce. 



Génération des surfaces réglée^. 
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fi4. Deux droites consécutives d'une surface 
développable se rehcotitrent , et comprennent 
un élément plan de cette surface. Dans une 
wriace réglée y deux droites consécutives, quel- 
que petite que soit ' leur distance , ne se reh- 
eontrent pas , et Péléraeiit cobipris entre ces 
deux droites n'est pas plan ; .c'est un élément' 
courbe, qui a une dimension illimitée dans le 
$ens des droites qui lé comprennent. 

On peut concevoir que la surface réglée là 
^lus générale 'est engendrée par une droite 
mobile quV s'iij)puie sur trois courbes données 
comme dîtfedtrièies. Prenant un point quel- 
conque sut la première directrice, et le con- 
sidérant comme lé sommet de deux cônes qui' 
ont pour basés^'lés deux autres directrices , les 
droites intersfections de ces côiiès appartiennent 
à la surface réglée. On peut encore déterminer 
le mouveineiit de la droite mobile gériëra- 
trice de la surface ', par ' d'autres conditions^, 
par exemple^, celles-ci, de passer ^ar'^dçttx' 
courl^es , et de toucher un cylindre sur ïequel 
Tune des deux courbés est' donnée. Îles tan- 
gentes à la section droite de ce cylindre sont 
pour ce mode^de génération ^ les projections 
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des droites de la surface réglée sur le plan de 
cette section* - - 

Parmi les surfaces jéglées^ ily en -a npe très- 
remarquable que uou3 avons nommée, *è^m 
notre Traité des surfaces du second degré «i 
^ h^perboloïde dlune nappe : elle est engendrée 
par une droite mobile qui s^apfuûe sur trois 
droites fixes comme directrices : elle jouit -de 
cette propriété^ qu'en prenait pçMirdirectricei 
les droites qui çoxrespojthlen|; à trois,poâitioas 
quelconques de, la génératiice . mobile ^ une 
autre droite mç^bile qui . s'appuierait sur les 
nouvelles directrices, engendrerait la mêtxj» 
surface; ensorte qu'il n'y a.aifcno point de 
cette surface per lequel on ne ipuisse mener 
deux droites dont chacune appa^rtient à Pua 
des deux modes de génération. . . 

La démonsti^atioa de cette !proposUion ne 
suppose que la connaissance de Ja théorie des 
proportions géométriques, 

•b5. Soit IJS. ( fig. I , ph 1 ) une; drc^t^ mobile 
qui s'appui& co^tamment sur^ troi;; droites 
I fixes -<<jB, MNy CJy^ pour, engendrer une 

sprface réglée. ]^e considérant que la portion 
1 de surface comprise entre lesi cdtés 4u,quadri' 

Ictère gauche ^.^9 CZ>, toulç^ , le^: positions 
de la droite mobile coi^respçxull^ftnt à des 
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âfoîtes, telles que / Ky T^K' , etc., qui cou|ietft 
les directrices fixes en trois points ( /, 6^ K )y 
{![, G' , A' ) , etc. : la droite mobile IK et 
la droite fixe MN étant dani le même plan » 
se coupent en un point Gj par la même raison 
les deux droites IM^ K N se rencontreront 
en un point L* ; maîsi'onje de ces droites est 
dans le plan diu triangle Ji B D ^ et iPautre dans 
le plan du triangle £ CP^ donc elles ne peu'- 
vent se couper qu^ii an point de la âk*<s&te in-; 
tersection des plans de ces deux triangles; d'où 
il suit.qnele poixit L* est snr le prolongement 
de la diagonale B DiAsl quadrilatère gauche 
ABCD. On prouverait de la même manièro 
que les droites i'iJ/, K^ N se rehoontreraient 
en un autre point Jïde la même diagonale B D. 
Les droites VK-f iL' ^J/ menées du point X/Vdi^ 
^ment les datés du quadrilaièi'e :^i leuit partief^ 
ousegmens^/, îBl^BN, if C, CAT, iCl?, 
DM y MA. Nous allûns d'émbntrer qu'eu for- 
mant deux produits tels qiie ?un dVux n%it 
pour facteurs qu« les quatre segmens ^ui 
n^t>nt pas une extrémité con^mane^ ces pror- 
ânîts sont égaux. 

s6. %A diagonale BD ,|[i^g. a , pi..!^ ) ^çom-^ 
pose le quadrilatère A BÇ D en «denox triangles 
ABDy ^CjD; mettant àpart (fig. «..U'Wi 
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d'eux > B CD par exemple, et menant pat 
le point D la parallèle Z> / à la droite KNL'^ 
on la prolongera jusqu'à' ce qu'elle rencontre 
le côté C jS du triangle au point / (fig. 2 ). 

A cause des triangles semblable^ CKN, CD J', 
oh aura: 

CKiDKi: CJSTiNJ. (i) 

Les deux triangles ^JB L'yDBJ doxmeàt : 



BD xBV 
d'pa BD^BVxBV 
ou DL' \BV 



: BJiBN, 

: BJ+BNzB:Ny 

iNJiBN. (2) 

Multipliant par ordre les termes des pro- 
portions (1) et (s) , on a : 

CKxDL'iDKx^BL' i: CNiBNf 

Donc(fig.i), 

BirxeK><:DL'z=;:Br>:,CN^:<DK. (a) 

Far la même raison ^ on a^ en considérant 
le second triangle ABD { Fig. 1 ) du qua- 
drilatère , et la droite U Mi 

AIXBL'xDMzizAMxBIxDL'. (b) 

Multipliant les équations (a) et (ô) membre 
à membre^ on obtient deux produits égaux, 
dont Fun a pour facteurs les segmèns AI^ 
B Ny CKy VHf; et l'autre les segmens A M y 
Bly CNyDK^ et chacun d'eux ne contient 
que les segmens qui n'ont pas une extrémité 
commune. 
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I 

L'égalité de ces deux produits donne ^ > 

AI CK AM CN 

vj. La droite directrice MN ( FigJ i ) étant 

fixe, on a » ^ 

AM CN, 

DM^ BN ^ : 

a désignant qne constante déterminée par la 
^position des droitqs fixes qui dirigent la droite 
mobile IKf d'où il suit qu'on a pour tontes les 
positipnç de cette droite : 
,. ,;, \AÎ CK CK BI ^ 

Cela posé^ si Ton fixe les trois droites ^ Dy 
IK , jB.Ç , pour qu'elles servent de directrices 
à la droite mobile MNy cette droite dans une 
position quelconque^ partagera encore les' côtés 
dû quadrilatère gauche en huit segmens entre 
lesquels, on .aura pour, toutes ses positions le» 
relations précédentes {d) > et (c) ; c'est-à-dire , 
que pour toutes les positions dès droites mobi* 
le^IKpMNy on a également r 

. AI CK , ,^ N-rf.Af EN 

d'où il suit qu'il y a deux modes de géoéralioa 
de Vhyperboloïde aune nappe. Dans l'un, la 
droite mobile IK s'appœe sur lerdrpife^^ Jî^ 
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^C £>*, MN y et dana Fantre, la droite mobile 
JlfiV s'appuie sur les direcilrices A D j B C^ 
J K. Il n'y a donc aucun point G de cette 
surÊiee. par lequel oa ne puisse mener deux; 
droites MGN , IGKy appartenant aux deux 
séries de droites , qui correspondent aux deux 
modes de génération de Thyperboloide. 

sft. Lorsque trois droites^de Tune des séries ^ 
et deux droites dé l'autre série seront projetée» 
sur: un' pb», on poprpa construire , arec la 
règle seulement , les projections sur le même 
plan de toutes les droites de Thyperfaoloïde & 
une nappe. 

Bjî effet, soieBBt ( % i, ) AB, MN^ CD 
les^^proi^ctions des trois droites de la première 
mv}ie^, e^t^ADjB C\^s projections sur le méma 
plan de deux droites de k. seconde série. Four 
i^oqisti-iiîire la profisctioa J£ dfune autre droite 
4e\d^ prëtaièfQaérie) obï mènera les deuxdiago- 
iiali5s>v^ C^ ^ ZD'duiquadrilatère ABCD.V9X 
X03L point q^dconqttè K de la droite donnée 
CZ> , on tirera lea dbroîjtesi KM' y KM qui 

• _ 

coupent les diagonales, AC^BD àiix points 
LtyJJ y éï on joindra les points L y Ny ainsi qtie 
les points L'y iW, par les éroitea LM yL'Nqui 
86 croiseront au point /du câté^^i^cki qua« 
drilatère AB C£> : la dnàteiiSC aéra la pro« 



j&^ion dfune^déoîteiderhypdHMtfi^eqm appal^ 
tiett t au premier raoclede géhéràttan . Pbur coïiV 
triijDrç kpm)ec€oûJU!^if ^imè^^oitëdèkmèiAe 
soiiface qui appartient àil second mode pour 
lequel les trob ^i^ectrioes 3aik ^ D^ B € , /JT^ 
on mènei^iap^aiiuri^ point qpelconqoç ZV du côté 
BCùfi ^^adrilatèrç >^^CZ>^ les. Coites NI^ 
NfC qn\ çoupeçp|t|t Ifis dia|p!?aJpS-<^ C^ B D ai» 
^ints L, L\ Joiçnap^ ces iM?ift^; i^t ji?» i??Cf i;ér 
mités Ky Ide la droite / A^^^eUes s^ çi:oiaei;c)iifc 
en un point M du côté AD du quadrilatère 
AB CD. La droité^ MzN :%&£9k la projectioa 
d'une droite de Fhy perboloïde qui appartient aa 
second mode de géiiféraiibn de cette surface (*). 



Autre Dénutpm^^^km de 2a daubps^ 

m 

d^ l^h^^perboloïdeparune droite. 

sg. Lemw^* 3^ ^^K ^^ ^^^^^ AJi{ fîg. 3 ) d^uii 
triangle CABA^aa prend trois points p> -P, Qf 



^—r 



( *) Ayant co^Muhiqùe celteconsIruttmDàM. Chaslès^ 
«Bcien élève de TÉcok Polytechnique ^ il m^a earùjé ea^ 
réponse' la démo'nistration suurante et U dèttbte génératîoit 
de rhjperbo1^de»par ttoe4roite înobil'e.'Cest à M. Châslet 
qae l'on dok la eoç^MJ^QC» de cette propriété dç'lliyp||r^ 
^loîde à une- nappe f qui est exprimée (art. s^Op^ 
ftqi&atkm (c). (Yoyei ia Correspondétnce sur tÉcob 
^jtechmqm , tome ù v pa je 44^ ; et bmfr lo v page ô >^ 



( a* l 
qjue.pajr le preiAier p: V<m mèhe une droite 
qj^ejconque pa&, qtii coupe iC7ii^ en a, Ci? 
e^ 6, pais qa'QQ tire les deux ligneaPa, Qbj^ 
l^ Elles sje.coaperqnt en un point c situé 
sjof la droite. Ç Q, et Ton aura ••;. 

p A. QS.P Oz=^pB:Q0.P^. 

'a^. Les droites P àei Q 6 couperont les lignes 
C'B;C '/ respectivement en deux points a', i', 
tëlk i^ue là drôîtè iâ^ 6' passera par un point fixe 
iB^aéla'yroite i^'O/et ciu'on aura : 

ùA. RA,, PA. QA . 

^ JbTkb PB. q B 

. jBn e£fe.l; • considérant le triangle CA B coupé, 
successivement par les trois transversales pa6^ 
(2 â^Â i PaV,yYon a ( art. iâ6 , eq^ (a) ) : 

p A. 'B'^^^C'€^'==s'p B, Cb. Aa 
p B.^A^'. C 6 z=: QA. Bb. C a'^ 
■^ ' JPiJ.'Ci'. Aa^P A. .Cd. Bb\ 

* Lès deux triangles COB^ COA coupés res- 
pectivement par les deux trftnsyersales P ô^' c^ 
Qa'c ^ donnant ; , 

. : r. P.O. Co^ Bb' = PB. Ch\ Oc 
, ' ^ qM. oc. Cd xrs, qO. c c, Aa'. 

Multipliant ces cinq équations membre à 
membre , Ton a : 

fA. QB. POis=rfB.PA. Q O. 



' 5^^ La droite a' V coupe la droite P Q en 
un point R , tel que ( i** ) : 

Donc le point R est fixe y quelle que soit là 
droite pa6. ' • •' 

Eliminant entre les deux équations précé* 
uentes le rapport -r-r l'on a : , 

M RAP A QA 
pB' R B~ P B'\b 

, On a déduit de ce lemmè la démonstratiox^ 
suivante : 

3o. Spit v^ B CD ( fig/ 4> le quadrilatère 
^«oehe 'yABj*CD,EFj trbis directrices du 
premier mode de génération. Si par uti point 
p de la diagonale A C Von mène deux droites 
pF et p i? qui coupent les côlés du quadrila- 
tère AB y CD y aux points 4/> .1^ respective- 
ment ^ la droite ilf iVsera une génératrice de ]^ 
surface. Tirant de même P JRM' , PEN\ la 
droite JRT'iV' sera june seconde génératrice. . . 

Pour prouver que la surface peut être, eur' 
gendrée d'une seconde manière , par unje di^oite 
E^ F^ qui s'appuie sur les trois génératrices. 
Aj) ^ BÇ, MNy il faut faire voir que cette 
droite rencontre toute autre génératrice M'N' ^ 
car alors elle sera entièrement çur la surface. 



» 

Itest claii: que les deus lignes MN^ E^ F^ 
étant dans un même {dan^ leA deux droilet 
MIf\ NE^ se coupent en un point Qde la 
diagonale A Ci soient R^^ R^ les deux points 
de rencontre de cette diagonale avec les deux 
droites N'R' „ il^'i?' ise^pecUr^oieAt^ otiianra 
( diaprés le lemme ) : 

■ * 

fA.RAPA. qj f A. R'A Fjt.Q A 
f a RCP C.Q C*'p C. A' C"~ PCQC^ 

j! *» .« A. .^ ■» J» . 1 

donc ^^ = nTriy oe qui fait voir que Je» 

deujE pqÎQte JR^^' D'eit> i^al ç^'na, et p»r o(sa« 
*éqq««f les, 49«*x clroâlBs JT' iV% £' J' sobI 

Si. Lorsque les trois dl*oites direetrices de 
hi dtoite mobile sont parallèles à iin Éiême 
piun 9 lliyperbol(ndfe à une nappe; eqgendréet 
par cette droite prend'Ie nom dé plan gauche y 
ou de parabohïde hyperbolique^ 

Un plbn gauche est détermina lorsq^uron 
donne deux directrices i&xes de la droite mo* 
bile y et le plan directeur^ acquêt cette dï*QÎte 
ne ceâse pas d'être parallèle. En efiet » ce plan 
ou tout autre qui lui est parallèle » coupe les 



(«7) 
âirectrices fixes en< deux poiots^, et la droite 
qui joint los deux points, esb toute entière sur 
le plan, gauche. Supposons q^e le plan parai-- 
lèle SLU^ deux directrices soit perpendiculaire 
aupUtti (^recteur, on prouTera facHeftnent que 
ie plan gauche dans cette hypothèse peut être 
eDgendvé de deux manières différentes par 
une droite mobile. En ejffet , soient ^ B, C D 
(%f 6.)lee deux drpkesdireclrices delà dï>oite 
mobile' ;^ ^ D^ la ppo^ction de la dtooite^ CD 
ftutr le^plan conduit parallèlement à cette droite 
paD Tautre dix)ite ^ M^ plan qu'on choi»t pour 
le plant coordonné. Le plan directeur et te plan 
coordonné sont par hypothèse perpendicu-* 
laives entr& eux. Soient B Éf ^ hB^ les droites 
intersecl!Êon6 du plan coordonné et de deux 
autres plans P et JP' parallèles au plan direc- 
teur. Le p]^2 P coupe la directrâce AB au 
point jB, la^ dirèctriee CTJD^ au point B^ et la 
projection jâ^B^ de celle-ci an point B' sitné 
sur la droite BB% perpendiculaire au plan 
coordonné. Cecôté DD' du triangle rectangle 
BD'£V Qaiesur6)la:<£8tance èé la duectrice C B 
au. pTan coordonpév Le plam JP coupe lesdeux 
directrices AByCB re^eclivement aux pointa 
h et E^ et la pirojectioD AD' de la droite 
CZ>^ au point E' f ce qui détermine les trois 
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fioramets b, E y E* d'un second triangle rec*^ 
tangle h E E% dont la hauteur EE^ est égale 
au côté D D- du premier triangle. Les hypo- 
thénuses BD y 6 JE de ces deux triangles , et 
la droite y^ F menée par ce point d'interseo? 
4ion A des droites -^^^^Zy^perpendicalair 
rement au plan coordonné^ sont évidemment 
des droites du plan gauche- 

Cela posé^ nous allons prouver qu'un plan 
quelconque parallèle aux. deux directrices, 
ou au plan coordonné , coupe les trois droites 
JDD yb EjA F tn trois points d^^ «, /qui sont en 
ligne droite. En effet y. les distances dd' ^ee' y 
fA de ces |)oints ', à leurs.projections <2! > ^% ^ 
sur ce plat\ coordonné , sont égales ; de pluis^ 
à cause des parallèles D D' y 4^9 on adeox 
triangle3 teclangles semblables BDD' y Bdd'^ 
De méme^ à cause des. parallèles iSJS% .e^% 
côtés homoIqgue|S.dQS,deux triangles semblable^t 
h E E^i bfi ?' , qn a les propçrtioi».: 

B D' i B d' V. D D' idd' V. RE' i ee' \\ bE'ibe'y 
ou B D' iBd' y.bE'ihe';: 

Cest*à*dir6 que la droite é e' divise en 
parties proportionnelles les parallèles BD^, 
bE' comprises entre les côtés de Fangle BAD^ ,- 
d'où il suit que cette droite ^ e^ concourt ver» 
lé point A jsomxxii^ d6 Tangle. Mais cette 
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tJfoite est la projection de la droite fed suç le 
plan coordonné ; donc cette dernière droite 
rencontre touted les droites du plan gauche , 
telles que bE, BD j etc. ; donc elle est toute 
entière sur cette surface. Ainsi , dans Fhypo- 
tfaèse où le plan directeur de la surface réglée 
dite plan gauche , est perpendiculaire au plan 
parallèle aux detix directrices de la droite 
génératrice de cette surface , tous les plans 
parallèles à Fun ou à l'autre de. ces plans la 
coupent en lignes droites; d'où il suit qu'il y a' 
sur cette surface deux séries de droites, les 
unes parallèles au plan directeur , les autres par 
rallèles aq plan des deux directrices. Ce dernier" 
plan devient plan directeur , lorsqu'on prend 
P9ur directrices d^xuL droites de la première 
aérie. 

Autre Démonstratipni de la Double génération 
du Plan gauche par la ligne droite f ). 

Sa.i Soient {ûg.G)AC,A' C" deux direc- 
trices du plan gauche; ^^", C6" deux droites 
de cette surface qm coupent les directrices^ l'une 

( * ) Un Traité de Géométrie descriptive ( i vol. iii-8. ) 
publié à Pétersboùrg Tannée 1816, contient cette démons* 
tration. de Traité vient d'être réimprimé k Paris ^ chez 
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aux points^) A^' y Vautre au point C^ C^oin- 
mels d^unquadrilatèi^ .gauche AA^ CC\ Pre*' 
nous pour plau coorcbiz/»^ le.plaii de» denxcotés 
CC'^ C'A'' de ce quadrilatère. Les plans menés 
par les droites A A^\ A C^ Pun ^parallèle .4 
la droite CC\ l'autre parallèle à la droite 6" A'^ 
se couperont entre eux suivant une droite /4^a y 
et leurs traces A^' a , Ca sur le plan coordonné 
comprendront un parallélogramme Ce ' A^'tu 
Un plan quelconque B b"b , parallèle aux deux 
droites AA^\ CC aura pour traces sur ce .plan 
coordonné , une droite telle que B^' b parallèle 
à ce",. et divisera le parallélogramme CC'A^'a 
en deux autres C C B" b , ^" £" a b. Ge même^^ 
plan séparera du triangle CAa un triangle 
semblable CBb^ et contiendra la droite B B^ 
du plan gauche , qui est de la même série qu© 
les droites de cette surface A A^' , C C". 

Gela podé/il s^agit de démontrer qu'un plan 
quelconque €! A' a! , parallèle aux deux di- 
rectrices ^ C, -^"C", coupe *lès trois droites 
AA\ BB\ 'CC en trois points A\, B\ C 
qui sont en ligne droite. £n effets sa trace 
C ol sur le plan coordonné sera évidemment 

Firmin Didot ; son auteur , M. Potier , est un ancien élèy» 
de r£çole Polytechnique , au service de la Russie.* 
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psrallôle :aax dwîtes C*' ^^' , Ca; «es îotetseTî- 
tioBS A^à^, JS' y par les plans parallèles AA^^a^ 
BB'\b MMdt pttallèles entres elles y et séf^-- 
Feront dfes«rmia triangles^">o, C^ a, B" Bî^ 
d'autres ttiingl&s respectivement Semblables p 
qui donneront les proportions suivantes : 

« 

Ou supprimant les deux rapports intermé-^ 

Maires \ ' ^ . 

AaiBhw A' 0' i^'V\ 

On a donc 

Au A'à' CaCif 
JB b^ B' à'"^ Cb^ Cb'^ 

D'où il suit que les trois points A^ , B\ C^ 

•ont en ligne droite; âonc tout plan parallèle à 

deux côtés ppposés du qxsadrilatère \gàudblâ 

A B CD coupe le plan gauche en ligne droite. 

. J^a)outerai à cette démonstration q^e les 

mêmes triangles semblables donnent : 

AB A* BT ^ A A' C G' 

BC^ B'' C* A'A'^'^CC ' 



Si cesé^tésontlit6ii)tes^Ktk:d[roite$^£'', 
^'C se tooapent en un point jS' ; proposition 
réciproque que M. Legendr^ a démontrée duns 
sa Gréométde. ( Fb/tô}aid«'éditio]ir/JLà^r6 df^a 
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Tlans , page 147. ) Je ferai remarquer que \eà 
égalités précédentes se déduisent des équations 
(d.) et ( d' ) ( art. 37 ) , dans lesquelles on ferait 
a =: I . Ainsi , on a ( fig. 6. ) pour un plaa 
gauche ou pour un paraboloïde hyperl)olique 
AB A'' ff' ^ AA' C a 

et pour rhyperboloïde à une nappe , les côtés 
opposés du quadrilatère gauche sont divisés 
en deux parties y telles qu'on a constamment : 

AB _ A' B^ A A' _ ce 
BC^^' B" C' ZPIF' "^ ^ Clê' ' 

a étant une constante qui dépend de la posi- 
tion des trois directrices de la droite généra- 
trice mobile. 

§. III. 

■M 

I 

Des Intersectiona des Surfaces courtes pat un 

Plan. 

33. La surface proposée a pour génératrice. 
( art. 19 ) ou une ligne droite, ou une courbe 
plane , ou une courbe à double courbure. Ce 
qui présente trois cas. 

1®' Cm. La génératrice est une ligne droite. 
Un plan donné d0 position par rapport à la 
surface^ coupei les droites de cette surface en 
des point3 que Fou çoq$^truit( i4)^ en considé- 
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tsAl cliaque droite isolément La ligne qui 
joint ces points est l'intersection de la surface 
proposée et du plan donné. 
. d^ Cas. La génératrice est une courbe plane^. 
Les points dlnte^section d'une courbe plane, 
et d'un plan donné ne peuvent étrie situés que 
sur la droite intersection de ce dernier plan 
et du plan de la courbe. Or y le plan variable 
de la courbe coupe le plan donné suivant des 
droites que l'on consti^it (art. 1 5 et i4) , en con-» 
sidérant la courbe n)iobile dans une position 
déterminée : donc la ligne qui }(Àat les points 
d'intersection de ces droites et de la courbe 
iqobile , est à-la-fois sur le plan donné et sur 
la suriace coupée pat ce plan. 

3® Cas. La génératrice est urie courbe A 

double courbure. Oa prend hors de jia courbe ^ 

considérée dans une position déterminée^ deux 

droites quelconques > et on regarde les deux 

droites comme les directrices d^une surface 

réglée dont la courbe est la troisième directriee. 

Le plan donné coupe cette surface réglée suî-^ 

vant une courbe qui contient évidemment le 

point d'intersection de ce plan et delà courbe 

' génératrice de la surface ^ or ^ un point est dé* 

terminé par Tintersection de deux courbes : 

donc o|i trouvera par cette méthode tant de 

5 
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|»oints qu^on voudra de rint^rséclioti du plan 
donné et de la surface engendrée par la courbe 
à double courbure. 

Si les deux droites prises arbitrairement sont 
paraljlèles eutr'elles et à une distance infinie 
de la courbe à doubla courbure, ^ surface 
réglée derient une surface cylindrique. En 
général;^ la n^étbode consiste à placer la courbe 
génératrice sur une surfacp engendrée pair 
une ligne droite^ telles qu'un cane, un cylindre, 
une surface déreloppable, ou plus générale^ 
ment sur un^ sqrface réglée* . 

He^ Inter9ectip.w (Us Surfaces courbes entr elles. 

34. La forme et là position de deux surfaces 
étant dmmées, on suppose qu'elles se pénètrent. 
En menant par cljiaque point de la ligne d'in- 
tersection un plan qui coupe à-la-fois les deux 
surfaces suivant deux courbes , il est évident 
que ces deux courbes se rencontrent en un 
point qui est sur la ligne d'intersection des 
deux surfaces. Or, par l'article précédent, on 
peut construire et tracer chacune de ces 
courbes dans le plan qui les contient; oh aura 
donc par ce moyen tant de points qu'on voudra 
de Pinf èrsection de deux surfaces. Si les cour- 
bes des deux surfaces contenues dans le même 
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plan ne se coupaieiit pas, on concl aérait que ce 
plan ne rencontre pas la courbe d'intersectiori 
de ces surfaces. Dans chaque cas particulier , 
on choisit le système de plans le plus conve-r 
nuble pour réduire , autant que possible , Iç 
nombre et la longueur des lignes de construc7 
tion. Ce choix étant fait, on a aussi ^ déterr 
miner les plans limites entre lesquels la courbf 
lf intersectioiî des deux surfaces est comprise. 
Lorsque les deux surfaces qui se coupent sont 
coniques , par exemple, pu fait usage d'up sys^ 
tëme de p^ans qui passent par les sommets de^ 
deux côi^es. ^ exi résulte que chaque pla^ 
coupe leç G^nes sqivaut des droites qui se ren- 
contrent en des points de la Ugpe d'inter- 
section dé ces deux surfaces. C'est par la même 
raison qçt'ayfin^ à trpuyf^r l'intersection de deux 
cylindres qui se pénètr^ul , on les coupe par 
des plans parallèles £^ux génératrices de ces cy- 
lindres. ' 

35. II n'y a pas de règle générale pour dé- 
terminer le système de plans coupans le plus 
avantageux 9 ni pour trouver 1^ plans limites 
de ce système. La sqlutipn da cfis questions 
serait enf^or^ plus compliquée ^ si Pon substi- 
tuait aux plp-ns ppupaiisun système de surfaces 
courbes de même nature et de dimensions va- 
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iHables j dont chacune satisferait à la eonditiati 
de passer par deux courbes qui se rencontre^ 
raient en un point de la ligne d'interséctiod 
des deux surfaces proposées. Cette substitution 
présente néanmoins dans quelques cas parti' 
culiers des avantages , surtout lorsque les sur:- 
faces courbes substituées aux plans , db va* 
tient que par une seule dimension. Prenons 
pour exemple deux surfaces de révolution 
dont les axes se rencontrent. On substitue aux 
plans coupans des sphères variables de rayon 
et concentriques , dont le centre commun est le 
point dlntersection des deux ajtes ; ce qui re- 
vient à considérer chaque point de la courbe 
d^intersection de deux surfaces comme le point 
commun à deuxcerclejs dune sphère dont le 
rayon , qui est la dimension variable , est 
connu. Deux petits cercles^ d'une sphère ne se 
rencontrent pas nécessairement ; mais deux 
cercles qui ne sont pas dans le même plan , et 
qui se rencontrent , sont nécessairement sur la 
même sphère. Ainsi , quel que soit le système 
des surfaces coupantes , les valeurs des dimen- 
sions variables doivent être telles , que chaque 
surface de ce système contienne nécessaire^ 
ment deux lignes connues et données sur les 
surfaces qui se pénètrenté 
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De$ Tangentes et desplans tangens c^une surface^ 

36. La tangente à une courbe est le pro* 
longement de l'élément de cette courbe. Deux 
points consécutifs de la courbe déterminent 
Télément, et par conséquent la tangente. De 
même ^ deux points consécutifs d'une surface 
déterminent un élément de courbe ^et le pro- 
longement de cet élément détermine la tan- 
gente à la surface. Tous les plans conduits par 
cette tangente coupent la surface suivant des 
lignes qui ont un élément commun ^ et par 
conséquent même , tangente suivant cet élé- 
ment. On peut donc définir la tangente à une 
surface 9 la droite tangente à toutes les sections 
de la surface dont les plans passent par cette 
droite. 

Cette définition suppose que le point de 
contact de la surface et de sa tangente, est 
aussi le point de contact des sections dont les 
plans passent par cette tangente. Dans cétit^ 
hy pothèse^ la tangente prolongée pourrait^ après 
avoir touché la surface / la couper eu un oa 
plusieurs autres points. Si l'on considère un 
cas plus particulier ^ celui de la surface réglée y 
une droite de cette surfisice est sa propre tan- 
gente y et en même temps la séicante d'un 
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noQibre infini d'autrea lignes tracées sur cette 
surface. 

Définition du plan tangent à une surface , et de 
la normale élevée par le point de contact. 

57. On entend par plan tangent d'une sur- 
face , un plan qu'on a mené par deux tangentes 
de la surface qui se croisent au point de contact. 
( Voyez cette définition dans l'ouVrage de Clai- 
raùlt : ce Recherches sur les courbes à double 
D courbure, y> art 81 , édition de lySi. <xLHdée 
)!> qu'on doit avoir du plan tangent à une sur- 
3 face courbe emporte avec elle ( Extrait du 
1^ Complément des EUmens de Géométrie de 
B M. Laôroix, pag. 991^ 3^ édition ^ 1808 ) 
D la condition que ce plan doit passer par 
1» toutes les tangentes qu'on peut mener à la 
i> surface proposée par le point où il la touche. . . 
y> On sent asses bien la vérité de cette pro- 
» position, car si elle n'avait pas lieu , il 
» s'ensuivrait qu'on ne pourrait pas mener 
» des plans tangens à toutes les surfaces en 
3> général. t> ( Voyez art. 4o )• 

La droite perpendiculaire au plan tangent y 
nienée par le point de contact du plan et de la 
surface , est la normale à la surface pour ce 
point. Une section faite sur la surface par un 
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^ plan qui contient la normale ^se nojhme 9ection 
normale de la surface. 

Il y a deux espèces de plans tangens, les 
uns pour lesquels touteis leÈ lignes menées silr ' 
la surface par le poiut de contact , préséhtent 
leur coilvexité vers le mêilie côté du plan ; lea 
autres pour lesquels ces lignes se partagent e» 
deux séries de courbes > qui présentent leuF 
convexité au plan tehgent de deux côtés di£Bé«* 
rens. Il y a des cas où les courbes de l'une des 
séries sont des branche^ des courbes de Tautro 
série:; cela a toujours lieu pour les joints de la 
surface qu'on liomme pointa singuliers. L'exa* 
men de bes cas particul&eis dépend de l'anar* 
lyse algébrique. : 

Le plan tanguent -à la spltèré, ati ^lîndre est 
de la première espèce. Le tore , Fhypetboloïde 
de réyolutioii ( art. 20 ) > l'hyperboloïdè . a une 
nappe ( art. 2i4) ^ offrent dès exemple^^un plab 
tangent de là sécbihdè espèce. ^ 

38. Le plan tangeht à là sphère eût évidem^-^ 
ment perpëndictilaire à réstcémité du Ta|jFmt 
qui passe par le pditlt de contabt. '^ 

Le |dan tangent au cylindre ppsse par raie 
droite du cylindre , et par une tangente à.une 
courbe tracée sur ce cylindre. Ge'plan aif«& 
déterminé > todche le cyliildre^ noa-seulemefit 
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au point où la courbe et Ja droite se coupent ^ 

mais encore dans tous les points de la droite. . 

Cette dernière proposition est évidente, car 

deux droites consécutives d'un cylindre étant 

parallèles , elles comprennent un élément do 

cette sm^face situé dans le plan des deux 

droites : or , ce plan ne diffère pas de celui 

qui passerait par Tune des droites , et par une 

transversale des deux droites qu'on suppose 

infiniment voisines; mais cette transversale est 

la tangente à une courbe tracée sur le cylindre: 

donc le plan mené par cette tangente , et par 

une droite du cylindre , est dans le prolonge* 

ment de Félément de la surface cylindrique ; 

d'où il suit qu'il est tangent à cette surface dans 

tous les points de la droite par laquelle on l'a 

conduit. 

39. Examinons maintenant le pkn tangent de 

la seconde espèce. Un plan quelconque mené 

par une droite de Phyperboldïde de révolution^ 

coupe cet hyperboloïde ( art. ao ) suivant une 

autre droite ^et néanmoins il touche cette sur* 

face au point de rencontre des deux droites ; 

: car , étant perpendiculaire 9u plan méridien 

qui divise l'angle des deux droites en parties 

égales j il contient la tangente au cercle qui 

passe par le sommet de cet angle. Le plan tan« 
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gentàl'hyperboloïde à «ne nappe coupe aussi 
cette surface suivant deux droites , et il n'est 
tangent qu'en un seul point , qui est le point 
de rencontre des deux droites. 

En effet, ces deux droites étant sur la sur- 
face , elles comprennent entre elles un angle ^ 
et des parallèles menées entre lés côtés de cet 
angle » sont des cordes de la surface ; or , la 
parallèle à ces cordes menée par le point de la 
surface 9 sommet de l'angle y est une tangente 
à cette surface y puisque la longueur de la 
corde est nulle pour ce point : donc cette tan- 
gente est dans le plan des deux droites de l'hy- 
perboloïde. Faisant varier la direction des cor- 
des par allèleis entre les mêmes droites, on prou- 
verait de la même manière que le plan des deux 
droites de la surface contient toutes les tan- 
gentes à cette surface > qu'on peut mener par le 
sommet de Tangle compris entre i^es deux droi- 
tes : donc ce plan est tangent à Thyperboldide. 

Le tore, simple datis sa génération, présente 
plusieurs difficultés lorsqu'on examine ses pro- 
priétés par rapport au plan tangent. Si du cen-* 
tre du cercle générateur du tore , on abaisse 
une perpendiculaire sur l'axe de révolution , 
qu'on suppose donné hors du cercle , cette per- 
pèndioulaire coupera le cercîe en deux points^ 
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dont les distances à Taxe sont l6s raycmidës ce^ 
des décrits par ces de ux points. Le plan tangent, 
en chacun dé ces.points y sera déterininé par les 
tangentes à deux cercles dont on connaît lés 
centres et les rayons. Le plan tangent au point 
1^ pluséloigné de l'axe est de la première espèce; 
lé plan tangent au point le plus voisin de Vaxeat 
.de la seconde espèce. La normale correspondant 
à ce dernier plan étant menée , les plans con- 
duits par cette Normale coupent le tare sui- 
vant des lignes de deux espèces; les unes con- 
veïes vers un côté du plaa tangent y les autres 
convexes vers/le côté opposé;. Une autre pac^ 
ticnlarité non nloins remarquable du plan tan- 
gent de la Seconde espèce., c'est qu'il coupe k 
. surface du tôrè suivant une courbe , en sorte 
que le plan est à-là-fois tangent et sécant. Le 
point de contact est en même temps un point 
double (i) de la courbe contenue dans œ 
plan ; les tangentésÀ cette courbe au point don* 
ble (a) y déterminent deux sections normales , 

(i) On appelle point double d'une courbe celui où 
deux branches de cette courbe se coupent ; point triple > 
le point commun à trois branches; et en général point 
multiple y celui ou plusieurs branches d^ùnê mêkne conroe 
se croisent. 

(a) D'autres droites menées par ce point dans le planât 
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dont les plans pbssent par ces tangente^ tt par 
la noriiiale; on démontre que ces seetions 
sont lès limites des autres seetidtis nor orales 
touchées dans un sens où danis l'àutte par le 
plau tangent; Là démonsfration de cette piro- 
poâtiôn repose sur la théorie (le la courbure 
d'un élément de surface oourfoe , donnée par 
Sùler/ théorie que nous exposerons dans 
l'appendice qui termine ces éléibèUs de géomé** 
trie à trois dimensions. 

4o. Qu'un plan tiingentà titlë surfaëè soit dé 
la première ou dé la secdndé espèce ^ le point 
de coHtact de la sar&ce et du plan est déter- 
miné. Si par be point on mène un plan quel- 
conque ^ qui coupe la sur&ce suivant une courbe 
et le plan suivant ude droite > cette droite est 
tangente à la courbe au même point. Récipro- 
quement> toutes les tangentes à Ude surface 
menées par un point quelcbilque de fcette sur- 
face y sont situéeë dafis un même plan 'y à moins 
que ce point à6 la sûrfkcé ne ëoit multiple. Par 
points multiples ff'&ûe ÉuiÙLce j on entend les 
poipts communs à plusieursnapiiesde là même 
sar&ce ; auquel cas ^ on peut mener par chacun 

h côtiAe qui est aussi lé plantangeht delà Siir&ce, sont 
des sëcatites de cette courbe. 
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de ces points autant de plans tangens à la mt^ 
face qu'il y a de aappes , et chaque plan con*- 
tient un nombre infini de tangentes à la sur- 
face qui passent par le point de contact. Ainsi, 
lorqu'on ^QÛnit ( art. 57 ) le plan tangent d'une 
surface , celui qui passe par deux tangentes , oa 
suppose que le point de contact n'est pas mul^ 
tiple. La surface de la sphère n'a pas de points 
multiples y et le plan tangent mené par deux 
tangentes à la surface ne peut pas la couper^ 
car il la couperait suivant un cercle qui serait 
touché au même point par deux droites; ce qui 
est impossible. Prenons pour un second exemr 
pie , un cylindre qui a pour section droite une 
courbe fermée à point double. Les deux taiH 
gentes à cette courbe menée par le point doa- 
ble, sont évidemment tangentes à la surface 
cylindrique^ et néanmoins le plan conduit par 
ces deux tangentes est perpendiculaire aux 
, arêtes du cylindre y mais on doit remarquer 
que, dans ce cas, la droite du cylindre menée 
parle point double de sa base , estriutersection 
de deux nappes de ce cylindre et de deux plans 
, tangens à ces nappes, qui pasisent parle poiat 
double. Il ne suffit donc pas qu'un plan passe 
par deux , ou un plus grand nombre de tangentes 
à une surface , pour qu'il soit tangent à cette 
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snrface; il faut qu'il en contienne un nombre 
infini, et Fexistence d'un ou plusieurs plans 
tn un point donné d'une surface* quelconque , 
n'est démontrée qu'avec le secours de l'analyse 
algébrique. 

En géométrie , ou doit considérer le point 
de contact d'une surface et d''un plau y comme 
la limite des sections de la.surface par une séria 
de plans parallèles au 'plan tangent , en admet- 
tant néanmoins que ce pkn tangent peut con«- 
tenir , outre le point de contact , une section 
entière* appartenant à une autre série de cobr- 
bes, qui sont situées dans des plans parallèles 
aux premiers. 

4i. En général , un plan tangent à une sur*- 
hce ne la touche qu'en un seul point; il n'y 
a d'exception à cette proposition que pourra 
surface développable qu'on a définie (art. 21 )^ 
et qui est telle qu'un plan peut la toucher dans 
tous les p(»nts d'une droite prise à volonté sut 
cette surface. Le cyUndreest un cas particulier 
des surfaces développables* Nous supposerons 
"^ans ce qui suit que le plan ^ tangent; à celte suc- 
face particulière soit déterminé par ^la tangente 
à une ligne courbe tracée sur cette surface , 
ainsi qu'où Ta expliqué ( art. 58). . 
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DeB Tangentes aux Qourbe^qt^i résultent ^ fm* 
terseùtion des surfaces auxquelles on sait 
mener des plans Umgens -pçat des points pris 
sur ces surfaces. 

4ai La tangente en un point de lu ligne d'in* 
tersection de deux surfaces est évidemment 
dans le plan qui touche chaque surface en ce 
même point ; d'où il suit que cette tangente 
est la droite intersection de deux plana tangens. 
li&rsque Tune des deux sur&ces est un plan^ 
la tangente en i|n point quelconque de la courbe 
plane est l'intersection du plan tangent ^à laspr- 
-face et du plan de la courbe, ( Voyez lés art. 68 
et 84 des Recherches de Glairault sur les cour- 
bes à i^uJfle courbure )• ' 

43. La normale à une courbe qui résulte 
de l'intéssectiond^une surface et d'un plan étant 
( art. 6 ) perpendiculaire à la tangente élevée 
par le po^nt de contact y elle est «aussi la pro^ 
jectioa orthogonale de la nbrmiEile à la surface 
au même point sur le plan de la courbe \ car 
le plan qui passe par ces deux droites, est en 
même temps perpendiculaire au plan tangent 
et au plan ^e la courbe : donc il est perpendi- 
culaire à la droite intersection de ces deux 



plans .' cette droite est évidemment la tan^ 
gdnte, d'où suit cette proposition : 

La normale en un point ^une courbe qui 
résulte de Finterseciion éPune surface et d^un 
plan j est la projection orthogonale de la nor^ 
maie à la surface au même point sur le plan 
de la courbe* 

44. La tangente à la courbe à double cour- 
bure qui résulte de la pénétration de deux 
sur&ces, peut aussi être considérée comme 
xine droite perpendiculaire aux normales des 
surfaces menées par le point où la tangente 
touche la courbe ; mais lorsqu'une droite est 
perpendiculaire à deux autres droites , et que 
ces trois droites se croisent au même pioînt , 
la première est perpendiculaire au plan des 
deux dernières {\) : donc la tangente de la 
ligne d'intersection de deux surfaces court^esest 
perpendiculaire an plan mené pat le point de 
contact, et parles deux normales aux surfaces 
qui passent par ce même ppint. ( M. J. Binet* 
Correspondance^ tom.ni> pag. 19g.) 

46. Il suit de ce qui précède ,"que la déter- 
mination des tangentes aux courbes qui résul- 
tent de rintersection des surfaces y dépend de 



(i) GéomélirieieLeQénàtef Lii^rt des Plans y page i3g. 
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la direction du plan tangent en un point qntU 
touque de ces surfaces ; mais lorsqu'une sur^ 
face est définie ( art. 19 ) , le plan tangent en 
un point quelconque de cette surface est dé^ 
terminé 1^* par la tangente.à la génératrice qui 
passe par ce point ; 2^. par la tangente à une 
autre courbe quelconque qui passerait par le 
même point. La construction de ces tangentes 
suppose donc la solution de ce problème : 

Cojmaisaànt la génération d^une surface ^ lui 
mener un plan tangent en un point donné? 

INfous allons d'abord résoudre cette question 
pour la surface réglée , et nous déduirons de 
cette splution une méthode générale pour 
déterminer le plan tangent à toute autre sur^ 
face. ( Af t. Sg, ) 

JJu Plan tangent a la surface réglée^ et cens* 
truction géométrique du point de contact* 

46. Quelle que soit une surface réglée , les 
projections orthogonales des droites de cette 
surface sur un plan quelconque , sont tangentes 
à une c%>urbe tracée sur ce plan^ et cette courbe 
. est l^ section droite d'un cyhndre auquel toutes 
les droites de la surfeice réglée sont tangentes 
( art. 34 ). Un plan quelconque tangent au 
cylindre contient une droite du cylindre 
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{arfci 68.) et irne dro^è delà sup&ce^réglét 
(art. 24); ç(Qsdeaai;di^oiLç5se coapent au point 
qùle plan iangeat au cylindire devient tanjgent à 
k surface r^gléa. £n effot^ ce plan -passe, par 
une droite. ;de la âur&9e réglée., ç^ui., est %% 
pr0pre.tajcigfliite , et pa,r la tangente à la courbe 
de;!ponjtact de cette, surface et du* cylindre : , donc 

tangentes. Mais ce pla^^tangent de la seconde 
espèce .. ( art^ .Sg ) coupe évidemment la surface 
xéglée , sttiyant une courbe qui passe encore 
par le point de contact : donc ce point est dé-: 
termfp^ pi^r la rencontre jde cette courbe plane ^ 
et de la droitede la aurfacç réglée contenue d^ni| 
le plaji de la courbe.. Si dans quelques cas par- 
Uculiers la droite el la co^urbp se touchaient 
au lieu de seçouper, la diroite tangente et la 
droUe de la surface coïncideraient ^ et le plan 
tangent serait indéterminé : c'est ce oui arrive 
lorsque^ la sw^cfs est déyeloppable. ^ pla^ 
mené par^me droite de la surface dévelpppable^ 
qniest une tangente 4c l'arête de rebroussemeiil!; 
( art.. axj, coupe fjoutes les autres tangentes «^ 
cette arâte en dç? points qui forment une 
courbe tangente à la drc^ite de la surface. Cette 
coïnci/deuce 4e l)Et tangente à la courbe , e^ dic^ 

la âsoilCL de la «orfac» â^uée daii? }e pl^ d« 

■■■■■■"■ -^ ' 
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cette 'coM, Tfô ^t^ àW>ir Heà^ Ibt^quë lé 
éùrfiicè est réglée , q^ùb pout deà pdiaté sidgà- 
liers^e cette* sàrfkéé:' ^'- ' '' '"• - " ' •-• 
47. Oii léôttfclot ife cè'^i |»ré4«A^, <jra# 
^faM 'qaelèonqae tnêné' par tfné drt^te d'âtië 
iurtèiùé tè^éè èoupé cette' sùirfi^ slti^àtM 
ùtte Cburbe, ét!/à tc/ttcbé àti pbint'dà èèttW 
courbe est rédddntééèf par là! drtfft^.^G» Méttië 
plan , en éourùant àiii'bbtt de ta af^teâèlttiiar- 
&ce réglée , ne teàsie pas de iBiétrë^fakigënfe; 
ïbais h position àà pornt êe contact iitt-l» ârdté 
cîiiElnge àVeo celle dU plan niobitéi ' i - . 
' tenons pciui' eketnple rhyper1»o36!)de à Mië 
iiappé : nous avonà dénlontré ( art^ !Î&) 4^ 
cette surface pouvait être etig&hdrée pàt^ œïd 
droite àe deux niahi'è^és difiéi-entëst' il sttit dé 
là qu'ùù plàïi qtd |>asse par une dréife^ éotte^ 
pôtidante au prlstiiièr mode dégéiiéi*àtioti > éùn- 
tient dnë autre droite correspbndbntèaiu kèeend 
ititiâei €e)s deux droites 9 situées daîis/le nfiètne 
plan , se rencbntrent ; et ce platl toiicfaè (Sg ) la 
SQfr&ce îaù pôiÂt de îrehcbhtre dés deti^ frottés. 
Considérant trois droites qtielconques delà stn*- 
isLCépy'&\ jD" j tin pïaki qui tottrhe atltbtH* d* 
la ^mière D éotrpe'dahs toutes sM|yosliiôtiâf 
lès èèax anttéà b'.D'* en dédjc pèihts^ la 
droite quJL joint ces deux points cotl^ là 
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plan mobile est tangent. Lapositioç^^Iiff^^^ 
contact sur la droite D varie en même temps 

droite , et on voit co^fu^oa^ ou détermine leurs 

* 4 

positions respectives* 
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Ptx>positioru relàUws tni ùàntaci des autfitcet 
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: ^9* La surÊice réglée la plas géjnérale, telle 
^ne ût>as f avoïis définie (artJ 34 ) , et k stit^ 
iace réglée particulière que noùâ avons nbm^ 
mée, même article , hyperboloïde à une nappe ^ 
peuvent / par un choix convensible de drûiteê 
directncèis de cette seconde surface , se toucher 
suivant une droite j^rise à volonté sur la première 

surface. EnefiFét, soient (fig.£ï',pl*î')-^>-^'> ^f 
trois points pris à volonté sur ' une droite 
\ÀA[A^) d^ùnë surface réglée, et qu'on imaigîne 
pl^rceittoispointis'ëtsur la surface trois courbes 
quelconques ^iB; A^ B\ ^iB";ilesl évident 
qu'on peut prendre ces trois courbes pour 
les directrices de la droite génératrice de Ki 
sUtfaCe régléei En'&isant varier ces courbes 
à\xh la 5(oiillàce , Uè'knàriière qu'elles passent too- 
jourspar les mêmes points A^ A'yA^\ là clroite 
Inotrile engebârëia inémé' ^tir&ce ; et dans 
^é(À j^(iàitibnaa''â"iti6himenf voisiné de la drbitb 
^AlA'A''\ élleVa^puierà sur léfii^bii coiik'béii 
âaH, A' ci B' i A^'%^ S' i^ia^ 



que ces coorl>e6( varietiCi j^t quVUed. dèvientieiil 

a a! a ' . les coupera ea %t<M nouveaux poiQi$;«^ 

a 9 a ' ^ daqs le premier; çasd'éjémeiiti deJa$iDN; 

iace réglée ( déûni art« m ) compria entre k» 

deiix4r<Htes consécativie^ Â'.^-'^ -^^ ad fi* , est 

déterminé par les troi^éléiQf^zia de cdorbes^o^i 

A^d ^ A'[ d' y et dans le teçofid cas par \»^Xvd» 

élèraens de courbes y/(^^v^f<y-y;^'' 4e"; d'où il 

•rait gne cet éléoieut 'i4^\ 4'\ ad d' de sar&qe^ 

réglée 9 ef t. déterminé par les élémens de 

trois cQiir}>es de cette sur&ce.Qes éléiiiens da 

coarbes sçuit dan^les planf langens de la wtr^ 

.feçe réglée laux ppiiUa -ff ^^ ' î. ^'% etlcfurs pro- 

lofigjs m^ps sont des tangopte^^ à cette sm&pSi : 

donc A si à partir de ces ppintsDPr ptèy&e usp 

droite qiijelconq.Qe d^ns ^hacui^ des pl^ns .qui 

'taucbeatlasuid^acéiréglée ^ux mlme^poifilifityopi 

aara trois droites di^trices ^'^ubyperboloïj^eÀ 

une nappei qui SjÇjra tangent à. lfl| yior&çe ré^ée, ^ 

suivant l;idrqiteY^.<^fF^^^^^^ aux deux 

sarfacqs. .;. ...^' ..:•. i.;.... .,,^ - ; . s/; . 

5o« Ainsi , quelle que soit une surface réglée ^ 

il y a une infinité d'hyperboloïdesàunenappe 

iqoi peuvent avoir un Clément commun avçc 

, celte surface , ou la toucher suivant une droite» 

^ TouAces byperboloïdes ont pour directrices 






.. ((<"^B4}) 

««bï(t«iMAi0ik'4ata'«i«fe'|ilàA« ta^eiis de la 
«otfto» frétée i weuëB^pififrdls (pdtelS^ifiîÈrei» 
ràéiU^ê^M âé\sù]aÊà:W'Àëi&&lt&kmfix^ et des 
^^pe«(b&l<âdett:<OKaëlin'âè ioèb •h^j^boilc^es 
l|«i^0ii»«t&'â& c^nlm^lfiià^r^è' llt'9iiMii(£é\t^éé 
(fu'ilrt<^tt«l(ë !èttt¥tffitr' UÀé <dfâftë(j ^ ddttk 

j^ ^uëWok dridii^ ednsécfaiiVé^*^ 'la'6etrfali$b 
'¥églëe d^UiâeiàVùh- kypëfbtiMdë'^cPtiù éotl- 
^àct' '][>lus itnfiîédifit^ <^è ïiëUs!àotiittieraii^.|ità: 

-f» 'ir«;»pkn 'qiielcôtiqW ikiiéhë^liar tWlë ai»dit8 
^nl<à''Vèiâaésr(by|iei<bbMdëà ^ùi fit t6ndUè!tft 

^iit de cëiitiîét<a^ iplan et 'fi^' U 'i^ààèéiAgiee; 
'âèhkkj&myâi^à-û^ é^ fffHtësidëiiét'aiitiëilt 

tion du point de contact sur cette sur&cè. ' 

»\ .»■ r ^ **J 

'■ ■♦♦."'•*.' : • r t T t'\ •■' f I ' 

. (ri «-•'•ij«»>, •, .« ^.*■<. . j . i . i V . . I .^ i i i # p Jif 1 l ■ J , . , 

< 1 i^..i I I I ■ I I I ■ II. II. *i I I - I II ■ I fc ,,. 

'^^' ', fU^ 'Sb; i ■'-• â: •' ■•.■■''■ •;.> . ..••«.'î-i'^ ■' • • 
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• ^ 1' . . • ... . 

ZV la '^ffngfntf çL^ne sffitio^ phne ^jTun hy-^ 
iBffr cette çQiirbe. 
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, ^„ 1^ p]ap .tangçi^t ^ .V^yjperbploïde à uno 

44^#9?H9^flf T le&4<ÎHf .^W'^ ^e,la ?iarface qui 

.«epJWfWf^ifrtt ^A tftiigefttç5^^9«tes iç^ ligne» 
i4» ï'to^Mpïdequi,pf|ft$^t.pfur ^ point de 
cmm cdo»c,,si jiar. Je pf»i9t,di?imé4»r unp 
section plane d'un hyperltoJx^^ » <op .couÇoiit 

ilf rtWjt9Bf;efl*f* ;<5^^ftHrfaçei, l'intierseedon 
^ /c» P^in ^ ^^ j|iliw,4e> i^Q^^ sera la 

: l§i !«M>.;P«HrI?« 4h4t|jl'ifltçr8pç|iofii.4e deujc 
Jpgfjgfp^md^t»- ^,we^p^iBp^n>,^9en)e^|tlf 

édm^ f(iWl#t44nfie¥»^}'op,4wh3rperl^i^J^ 
-<WI»«r.ffi|t«(4l^»«!4fli#«Knfie^^fllAf?%yK^ 
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peuvent encore satisfaire à cette troisième con'^ 
dîtidi^, d*être ']pa>ailëlés à hà plan donné ârbr^- 
trairémenb; 'titi , ce qui est là même chiMe ^on 
peut supposer que ces directricesfsontle's droite» 
intersections d'un plan donné , et de* trois 
planis tànjgensà là silrf ace réglée eh trois points 
prn arbitrairement sûr'uïie drpfte de cette, sur* 
fece. îikas cette hypothèse , FHypérbokÂ'dè 
tangent , sûivaiil ' IW ' même droite , deVièût 
( art.' 5i ) un plati gauche ou un pairaBoloïde. 
Il y à donc tihé infitiité de patabôlaïdes q^ 
peuvbht tbùéher lai surface réglée générale V 
suivant 'àne drbite; . ' ; . 

53. PàrnÀ les plans gaucher qui tà^chéïk 
'une àur&ce rë^er suiVabt àîie droite ^ il y en 
a un dont les directrices sont parallèles 'au plafi 
perj^endièuîaire â'ià droite de tangeildé ^ et il 
est évident qu^âlorsléëtté drdite ési^'cdnsthd- 
ment perpendicuMHfe à % généràttibe duplàti 
"^uché. Bn fiiisàtit iéurAér bè'^làn ^gauche 
-d'un quart de révolution autcittr de^la drc^te^, 
suivant laquelle il touché la surfkise tégléé , les 
génératrices feront cilles-^hiêmes ùh quart de 
révolution ^ et de ttingéntë^ à ksu^faée réglée ^ 
elles defviendront des iâormàles à l& isêâfè'sur- 
face; d'où il suit que le lieu des normales d^Unë 
^orÊitie réglée suivant une^^oite' él6^6blXé-stoT*- 



^ kypefbôKqiie, '-'- ' ' 






.jÇ)e la ^ifngentf^ à une section plane et une sur^ 

. ,,fiMerègfÀ^yq^apùUr^Twie de<8es directricefi 

,. .cetfe- section, f_ et pour les dex^e autres direo- 

trices deux droites arbitraires JO' y jD", prises 

^y.Jbffrs-du;plan éla-la.secUoji. : 

'''■^4;'Sbppdsdiiè' que le -point de là iseotioû 

/|>1aïié'^l»r lO^ttël tfllâéniaRde la tàngetite, sott 

* êtkàxé. ^Ce i»bîàtëât'^ inéide tëD!i{tt sur uoie droi« 

-ië ■A''Ji^^ aé'IttbiûiBèe réglée qui tioup& les deux 

««îr^frîéësliùéàSiëà 2?^, Z^'étt deux points A'» Af* 

''fbtir^èi^^i'W^^ttif plànâ tangeos à la surface 

4abb d«èiWiài^%À.t 'lleS! deiix' dtdites ( A' À"-) 

-éè^ /î>Vet j«r lètPdfeuSl droites {A' ^") et ©^ 

^lUtënibHt par W'Mm&Ûrtâté {A'A")vn plan 

^^tièlcbùqùb> <àtttrë'>qb6: les^Iabs taagebs ed, 

^' et ^'S ce plftil'OCiupcjra la^iàUfface ré^ée 

suivant une courbe , et la touchera au point 

dIhUsWec'tibà Ôê^béità towlie Jet dé ia, droite 

trois plans tangens de la surface réglée en trois 
points différenf >;^, J! y ^'' de la droite ^ Jtf'^^ 
'^ynmtmené'/pÊMile poiiit A dans, le pla|i tau- 
j^ent èn^ce point y lime droite qîkelconque.JD^i 
4er/t«oi!sdmiées:i}i^i>V >^'' ^cnit^(ût« 5o.); lès 



gent à la surface réglée, suiv^^j^t :}a âfçi^ 
A A' A' ( art. 49 ) ; donc si par le point delà 
séctioù plan^'adnné sut %'tà|Btaè d^oftè; W 
teêwî Un iftto Rangent à llïyïtefboii^é, iW 
tètseclîon -ftè 'cfe 'if>làh et dd ^an cle'la section , 
BCrà la tangeW èfcthahdéé/ ^" ' ^ 

55. La troisiènre "âiiredltiî^ D ''ii'éèànt assq- 
jfttli^ ^n!à t» 9fçuil^,c^(Uiipn4'é|.r« ^itjaée dans 
jte pko ftui,to*(jh<ft, 1^ ft^il^ r^i^ %u<poiuÇ ;^, 

j^ieflt >qu'on j|â«t; I!9»8^Ui{t^;#UTe ii^tttre cont- 

H|il)(«ii)Hi.déi9r-mi0««tl|çvs»tH9l»^{fffi^ * 4'4tfP 
fN^lallèkl «o^^iplt^Rjfl^^i^iKDi^^^irp» 4iMMB^r^ 

M&pt )( aft. 5> ), n^, .^sioiçfd^f^i^ im^ W iBÎ^ 
j(gau«ihei».4QiEMi,)eSi4ir%)t|^cs#iPi, P'.v-fy .a^ 

;'i ' ■ . : . i-îi'iu/: ..• i) , offino') on:,i ij.'iwit;,. 

-toUr^ip^ èlre placëeaqr ÙB«r|àirf«â/régU^ 
cqùiaipoar directriees^cettç Qàufbi&,rfit dco^fc 



(«9) 
aucnne courbe plane à laquelle on ïie puisse 
( afcticAe .'prébécbht ) mener ^i&nô ias^geiite par 
un point donné sur cette courbe. 
, lîiaiTsqbe^ ia* rocAÀrbè proposée fiera l'îine des 
ttcàs settiso^A txmiqnes,, cpn paom Ift placer 
4sair.i»Ki Jaiypérbbloïde & nnëiuip^e ^ et aa fan«- 
jgbiAe éaaaipoixA idènné 'sembla droite intsiv 
Motion 'éor pbit de & dourbe<et du ipfaui tan- 
-getik^à iFiiy^erb^leïée ; «hkhI^ wit jJi mai pdint 
-d^utié «Hiffaie ^ibiii^ fequiA cairfflemaiidtt^là tanv 
*geii^; bn pi^èndra rsnn ié totmlxtut > àe cette 
'^Mp&é>^tmfB^avàrei pointe ii?';^*>aï''S :;af' "7 

f^teW£ diiditt^s^uêâootiques if^v d^''/litirs>daplân 
^ite^Vellip^ ^ Jetipkr tes ti^bis^^^iliti i^^ \sé\ jt^ 
-tCMd idirôSe^ !iP^V®''9 ^'' ttui i;'ïg^)paiei^t «ivr les 
^âir«rfles ^ârfeiftirài»y cT^ rf"" /on c^ti^Bèrerà ces 
r Ikôé^'dér^éreb nârtSti» cdiiifU)^ [Im direotrîei|)i 

iif«uit|^^l^éi)fMiI^j^ i^ par ïdipotnt 

MrOik ^>^0é>iite-3d»Mt^'i2>ijm a^iputeisur les 
itbùx^i'Mte^L^ ^ •i;!/'',i» tij^kit taar^nt À Ffayu 

cpeHfafoM^itieif^p^^topGiat|^; lén déteitmqé 
'^|iwctorUvoitos#e^v^^^ ce point. 

vi^%iteVseotirài "de W^plata^'diiplan de Vellipse 

^iMfra la vttngdirte^dènmTidéev t|ai , '4afn^ ce cas 

partictttfidr ^^M^QirtrUft jpar la lij(iie droite et 

le cercle. 
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. . . -/ i 4 I i ' * .«♦»'»• î ; • • : J I • ■ ./ • • I î V > / 

' 57. La courbe proposée étsnt quelconqiie^ 

on pçttt' conceToir par le point dooilé sur la 

courbe pour leguel on detziandé la tangente » 

nne droite ' D ■ menée « aiè&tilaireGpijent; liora dit 

plan : de la courbe y et dJeuiK tcaScfSYérsales de 

teetie droite !menée& par des ' péin^ j^iiîs ài T07 

^onté sur la naâme) droite' Z?».Ces déox trans^ 

rversales et la courbé proposée étant les diireç- 

vtrice^ d^uinrè. si^rfacerréj^ée »S^.soii méfiera par 

la droite £} défoelte' sut face im plan qui toui- 

fcbera cette sitriE^te en U0>p(>in{;)ret4>n[ aufa., 

itoivàtntcietledroUeiZ^^trais plaœtangens^ troÎB 

poiffets de Qcmtact ^ et par con^ue^t trbis nor« 

maies à làsturface. réglée*. Ce^. tri^ normales 

parallèles aulplan perpendËtCUlaîreiàlà étpiieul), 

déternïinent; {ML5i:^h2)iiii^nffu^^àtik^m^ 

i niai à lasui;face liéglée lS^s«livaQll cette droite R:: 

-oh eonnaitra donc 1^ sioritialç & la mrface i^fUi 

foivd D de la pourbe proposée ^. par lei|uèï on 

.^ mené la^droifie/^. LaproJ^tkft^lorth^f^maie 

*dii^eeUe..nQri9ifiié,sur le plan 4e i» courbe éém 

. dom> ( art. ,45) la normale à ^aetie ^m^rhe ^ qui 

'- esi perpewUcuUdîe à la twgente dsmmidie*. 
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jDeia Tcm^mtè à une cçurbû à double couriure^ 

. 58. XJne courbe à double courbure étant don- 

née^ elle petit être cOnsic^érée^ quel que soi tsiba 

contour, comme rintersection de deux aur4 

faces réglées ^ qui ont une directrice commune^ 

savoir la courbe proposée , et pour directrices 

particulières à chacune d'elle^ y deux: droites 

arbitraires prises hors de la courbe. ,Uii pointT 

étant donné sur cette courbe^ les. plans tangens 

aux surfaces réglées, menées par ce point, sont 
* • * ■ * 

déterminés ( art. 47 ) , et 1^'intersection de ces 

deux plans est évidemment la tangente à la 

coacbe à double courbure.. 



Du Plan tangent à une surface , en un point 
donné de cette surface; des tàHgentea aux 
courbée de la mèm^ surface. 



w 



^. La sttlrface étant définii»^ il n'y a atkçun 
.poiât-dè cette surface parlequel 0n ne puisse 
mener deux courbes : la prexûèri? » ^x^^çx^^^ 
pond à Tune des positions de la génératrice plane 
on à doubli^codirbâcâ ; la 9eoobde>.qi|i résulte 
de l'intersection de la.sarfiM^ par on plan: Or , 
par les articles (;56^8} , on iconstruit . les: taû-^ 
»gentfiS'à ceajdfiUE; €0iirb«9>a«i pcâiit qù^cU^s 
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86 croisentsurla surface : donc le plan conduit 
par CM deiià tangente» ^ qm «st W p|^ tàn|eirt 
à là. surface ( 5'j et 40)9 eat déterminé. 

Si Ton suppose que le plan tangent, en ua 
point d'une surface soit détjçrminé , il contient 
( art. 4o) les fàngqntes de toutes lei^ lignes 
^ui passent par ce point : dbnd^'si Tun^ de ces 
lignes est une cpurbe plané, s^' tan^^nte au 
même point est rinter^ction du plan ^e cette 
courbe et dû pjan tangent Si la ligne n'est 
pas plane j liiais ^ji^^elle appartiéune çncore à 
une àutreVsurtacè è. laquèHe on sait mesner des 
plans tangens, sa tangente sera Pintefsection 
de deux plàhâ tàngens aux '^iirfapés qui se 
pénètrent suivant là ligne proposée (art. 42 )'. 

'S • f . O ". ' " > » y 

Me l($ Tim^entf, ^ la courbe ptfine , mer^ée par 
un point donné sur le plan de h çotfjrbe : et 
de la Tangente à la courbe à double cour^*^ 
hure menie pW'Un point deMœ ^Uifac/efuié'^ 

• vehppùhi&y'iiiiM 

" • fébrèufiê^fniiMj ' ' « • 'i o;i >-.••••• m : . 

' €0. Ltieoàriwd'pro^oBéeétaiifcplacéeiaiirviie 
^ «urfâkcetéi^&^^il^ûoîifirdérei^lepbintdé^ pkr 
' lequel oâ doit kn tnene^ une^tangeiite) ebnuqe 
^ je sQtHmêt ^^jiiife^^stu-fecd eoinqiie 4ârconsci;^# 



^ k la mii^fce Éégléb ; la coarbe êft ôQntMt de ew 
éeux rarfaMiè doûp^ra k <$oûtb6i proposée eQ 
an point 9 par lequel on mènera^ h, tangente 
diemandéie. ♦ 

Four déterminer k courbe de contact des 
deux snr&ced ^ on itfènera par ce point dodné 
hord de la edurbe ^ el par chacune des droitea 
de la surfaèe réglée un plan. Ce .plan coupera 
cette surface snivadt une ligne qâisera renootik 
frée par la droite (art. 4?) ^n un point j ce 
point appartient^ à là courbe de contact de lit 
torface réglée qui contient la courbe proposée^ 
et de la sbrfabef cti^Hique circonscrite à la ^ùé^ 

face réglée. 

— - '.'•(>• •• ■■/.■.■.» 

Du Plan tar^èhl à une suffacê 4e révùkêttàn, > 

€i. laé^ylaVi qui tôilché une sui^i^e de r^rb^ 
hiïïaà eh Un point ^ e$t perpendiculaire au plan 
méridien qui passe parce point : en effet^ il n'y 
a aucun point de la surface de révolution par 
lequel an he paisse mener un cefcle dont ^ le 
celitré servît sur' Vàte dé révolution ^ et ^oM 
te plan èèfàit ^ërpendieulaîty^ à ceft ake : or , la^ 
fâtigente au cerclé est perpendiculaire an pUa 
méridien qui paÂ^ pair ce tnême point i donc 
ce plaii tahgeiit ^ ^i êèntieat la taogentf «a/9 
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terclè/est perpendiculciire aa pUn 
mené par le point de coQtact.Il est d'iûUeurs. 
évident que les normales à la sur&ce. de rér^ 
lution , sui'sant une section méridienne , sont 
aussi des normales de cette section. 

62. Si l'on conçoit la sur&ce développabl^ 
( art. a3 ) engendrée par un plan mobile cons-H 
tammeut perpendiculaire au plai^ d'une sectioqL 
méridienne , et passant successivement par 
toutes les tangentes à cette section , Tenveloppe 
de Tespace que ce plan parcourt est uue. surface 
cylindrique qui est inscrite ou circonscrite à I^ 
surface de révolution , et dpnt les arêtes sont, 
perpendiculaires au plan de la section m^ri-^ 
dienne. Ces deux surfaces ont évidemment 
cette section pour ligne de contact. 

Propriété dès surfaces d^ répoUttion ,* et en 
général des suffaces engendrées par un cercle 
mobile. T 

65. Lorsqu'une surface peut être couple par 
un système, de plans suivant des cercles , * les. 
normales à la surface, menées par les points doj 
l'une quekx>yiquedessections.circulairesy for-^ 
ment une surface réglée congiposée de droites 
qoipaasenttpote» par hx droUe polaire dtf. cercla, 
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quePôri considère. (On nomme Ugne dè$p0lea^ 
on dimte polaire d'aa dercle , la perpéxidkii-^ 
laireau plan de ce cercle élevée par son centre). 
Cette proposition résulte de celle qui a été de-* 
montrée ( art. 4i5 ), que lès , projections ortho- 
gonàies des normales à la surface sur le plan 
â'aaë courbé de céttç surface, sont les.nor- 
inales de la courbé ; car il est évideht que 
les rayons d^un cercle étant les normales de ce 
cercle^ .ils spnt aussi léîs projections des nor- 
malés à la surffipe sur laquelle ce cercle est 
tracé. 

Lorsque la 3ui^face est de révolution, les 
normales suivant im cetclê de cette surface 
forment dès cÔnes droits qui ont leurs som^ 
mets sur l'a^LC de révolution : les sommets dé 
ces cônes sont ktissi les centeeideA «|Aii^èsiii&^ 
crites ou êiroonserites à la fiàéfiie sai^cé. Ces 
sphères ont pour rayons les paï'tiéa de normales 
delà sui^cé ou de la section ^téridiennie > cd'ài- 
prises; entre ¥sxe de révoluticrn et les^ eerdes de 
contact des sphères et de la surface. 

A chaque cdne droit normal :à «une 0i(trfaeel 
de révolution suivant un cercle^; ^wreiapond 
un autre cdne droit tangent à la surface suivant 
le même cercle. Ce secondpône droit a^ conDOUo 
le premier > son sommet sur, l'ase de révcdu'^ 

5 
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tion, et pour génératrice une tangente à la sec-^ 
tion méridienne y qui tourne autour de cet axei 

Du Plan tangent à une surface dèçeloppahle. 

64. De même qu'une tangente à une courbe 
est ( art. 5 ) le prolongement d'un élément de 
cette courbe 9 le plan tangent d'une surface 
développable est aussi le prolongement dans 
tous les sens de ^élément de cette surface : or 
cet élément est formé (art. 92.) de deux droites 
consécutives de la surface : donc le plan tan- 
gent à la surface développable touche cette 
surface . suivant une droite > et dans tous les 
points de cette droite ; ce qui n'a lieu que pour 
ce genre de surfaces , comme on Fa déjà sup- 
posé (art. 4 1)11 

Deê Lignes de ki surface développable , con-* 
eid^réês sur cette surface et. sur le plan de 
son développement. 

65. Lorsqu'on développe une surface (art. sa), 
une ligne quelconque plane ou à dotible cour-* 
bure de cette surface devient sur le plan de déve« 
loppement une autre ligne que je nomme la 
transformée de la première. Supposons d'abord 
qull y ait sur la surface développable une 
courbe dont la teansformée soit connue y et 
pour la distinguer nommons-la axe de dépe^. 
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hppement La section droite sur le cylindre » 
le cercle sar le cône droit , la ligne sphérique 
dont tous les points sont à la même distance du 
sommet du cône oblique , sont sur ces diverses 
surfaces les lignes qu'on prend pour axes de 
déueloppement : les transformées de ces axetf 
sont la ligne droite ou le cercle* 

66. li'axe de développement et sa transfor- 
mée étant connus , il n'y a aucune ligne de la 
surface développable dont on ne puisse cons- 
truire la transformée sur le plan de dévelop- 
pement. En effet, chaque tangente à l'axe de 
développement fait avec la droite de la surfaco 
développable , qui passe par lé point de con- . 
tact , un angle déterminé : or , cet angle ne 
cjiange pas sur le plan de développement^ 
c'est-ànlire , que la tangente à la transforméa 
pour le point correspondant à celui de l'axe ^ 
et la droite de la surface rapportée sûr le plaa 
de développement comprennent entr^elles \o 
même angle ; d'où il suit qu'il n'y a aucun point 
de la surface développable. qui ne soit déter-r 
miné par une abscisse ( art.âi^t) comptée l'axi» 
de développement , et par la droite de la sut- 
face qui est l'ordonnée correspondante à cett^ 
abscisse. ; .. 

67. Considérant sur. une sa^ar£açe dévelop*- 



^ 
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pable tine ligne autre que l'axe de dévelop^ 
ment y on aura la transformée de cette ligne 
en> rapportant sur le plan de développement 
les droites de la surface déveioppable coinprise» 
entre la ligne que l'on considère dt Taxe de dé- 
ireloppement. Si par un point de cette ligne 
on lui mène une tangente , cette tangente , la 
droite de la snr&ce déreloppalble qui passe par 
le point de contact , et ki taagenfte à Taxe de 
développement menée par le point où la droite 
de lasurf ace coupe cet axe , forment un triangle 
qui est situé dans le plan tangent à la sur&cé^ 
déveioppable , et qui ne change pas de grau*» 
deur dans le plan du développement : donc y 
si l'on connaît dans ce triangle trois des six- 
choses qm le déterminent , on pourra le cons^ 
truire sur le plan de développement. * 

€S. Si l'axe de développement devient une 
ligne droite sûr la plan de développement ^ 
toutes les tangentes à oet axé , et la droite qui 
est sa transforitîôe , ^^ïncident sur le plan dé 
développement : idahs ce cas l'axéf de dévelop 
pémente^t tme ligné de la surface développa-» 
ble qtai fbuit de cette propriété d'être la plus 
iBourtë iehtre deux points quelconques de son 
périmètre. Une surface déveioppable étant 
exécutée, rien n'est si facile que d'y tracer 



une ligne de cette espèce i U suffit èe prendre 
ua ruban mince et flexible ^ d'une largeur 
constante dans toute sa longueur ^ et de Tap^ 
IxUqaer eKactexnent sur la. surface : chaque 
droite qui termine le ruban dans le senc» de sa 
longueur , se transforme en une ligne qu'on 
pourra prendre pour axe de dével^pement , 
si d'après la nature de ht sitr&ce on tk^en con- 
naît pas de plus. simple^ 

■. ^ _ . 

69. Il suit de ce qui précède que ,. pour ob- 
tenir le développement d'une surface , il faut 
connaître «wur (setrte suif ace Ud om de déve- 
iy^pfsment ^ et la iamnsSûmmée de eet aifce sur 
h pkil de développement. Ije» droites consë^ 
tmàifea de la sar&«ie qui rencontrent Faste sou& 
deir angl^ déterminés- et <^n«[us , le divisent 
en* petits ari^ qui ne diSèt^ôut pas sensifete^^ 
tBient de la Jigne droite ; ks points de dWisioa 
de cet axe correspondent à d'autres pointa de 
«a transformée ^ et on obtient ee^ poiiMfs eoiv 
tespondans en^ i^apporlant le» petits apos d^ 
l'aoDe sur sa transformée dans Fordi^'e oàf ils s& 
wedèdent sur la snrfeeei »Éaîhteïlt (5©-5>r ) 
mener dés tangentes â neerdëux^ céxith^É^y sa^ 
ypw^ à l'asee de dévek^^ement et àr s^ 
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transformée , ces tangentes ( art. 66 ) dé- 
terminent sur le plan de développement les 
droites de la surface développable rdonc on 
aura sur ce plan , la transformée de Taxe de 
déyeloppement qui sera une ligne d'abscisses y 
et les droites de la surface développable y qui 
seront les ordonnées correspondantes de tonsles 
points de cette surface qu'il s'agit de rapporter 
sur le plan de développement. 

De quelques conditions particulières qui déter^ 
minent la génération d!une surface déi^e- 
ioppable. 

70. Ou a vu ( art. a3 ) que l'enveloppe de 
l'espace qu'un plan parcourt , est une surface 
développable , qui est le lieu dés droites in- 
tersections succesaives du plan mobile. Four 
en donner un exemple , supposons que le plan 
se meuve en touchant constamment deux sur- 
faces courbes fixes. Il est évident que la surface, 
lieu des intersections consécutives de ce plan 
mobile^ touchera, chacune des deux surfaces 
fixes, suivant une courbe qui est en général à 
double courbure^et Jeplan mobile dans; chaque 
position passera par deux droites infiniment voi- 
sines dont chacunç sera une tangente à lacourbe 
d[e contact de la surface développable, et de Tune 
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des surfaces fixes. Ilsuitdelà que deuxconrbes 
d^ane surface développable déterminent cette 
surface. £a effet , si l'on prend un point sur la 
première courbe , et si Ton conçoit que par 
la tangente en ce point on ait mené un plan 
tangent au eône dont le sommet est au même 
point , et qui a pour base la seconde courbe ^ 

. ce plan sera tangent . aux deux courbes don- 
nées. Faisant varier le point sur la première 
courbe , on aura une suite de plans tangens à 
des ^r&ces coniques qui ont toutes pour base 
la secondé courbe , et les droites suivant les* 
quelles ces plans toncbent les surfaces coni- 
ques appartiennent à la surface développable^ 
qui passe par les deux courbes données. Lors- 
que la surface n'est pas développable , quoi^ 

i qu'elle soit engendrée par une droite mobile^ 
on a vu (art.. â4 ) que trois courbeà au moins- 
étaient nécessaires pour déterminer la loi du 
mouvôment de la droite génératrice ; mais 
deux courbes suffisent pour déterminer les 
positions de la droite génératrice d'une surface 
développable. Lorsque la droite mobile est 
constamment tangente à la même- courbe, 
alors celte courbe, qui est l'arête de rebrous- 
sement de la surface, détermine seule le mou-- 
vement de la droite*. 
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En exposant la théorie des courbes , nous 
consiàérerons d'autres surfaces déYeloppablés, 
par exemple, celle qui estengendrée par jan plaa 
mobile constamment perpendiculaiire à une 
courbe dont la forme et lit positiou^sont 4ôiinées^ 

Théorie des Courkes.» 
f^ IV. 

Des Centres de courbure et des ISiàyons] de 
courbure aune courbe -plane. 

71* Peux pointa infinimeiit voisiiia d'une 
courl^e plane déterminent ( art» 5 ) la tfinjaite^ 
à cette courbe ; trois points consécutifs, 4' une 
courbe déterminent un cerda, qu'QiiBOi^ilie 
cercle osculateur de l£t courbe^ La distante de 
ces points étant inappréciable^ ou lef^ BXigp09Q 
Xjdiims en ^n seul , qui est le ppipt 4^? cpxi- 
tfK^t d^ la courbe et ( du cercle o^ç^lAtieUr. 
C Sfuygens est le^ premi^ géomètre qui a mnr^ 
sidéré ce cercle^). X«e^ centre et le. rayon du 
cercle oscillateur sont respecti^^nfent le o^j^^^r^ 
d^ courbure y et te rayc^ d^ çoifrbis^ de la 
cpprbf! plane popr te point de copt^cldu cercle, 
et de la courbe. La Cfou)?be qui est le lieu des ^ 
centrQ^4e courbjcite d'uqe courbe dpniléed^na. 
un plan y se nomme la c?^f;^^tjgf^^:d§>ççl][er€k 
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Deux norniAles consécutives d'un cercle se 
coupant en an point qui est le centre du cercle; 
de même deux normales consécutives" d^ne- 
courbe plane se coupent > et le poifit d'inter-i 
section est le centre du cercle (Oseulateur 
pour le point de la courbe par lequel on a 
mené Tune des deux normales ( art. 5. )• Les 
normales d'une courbe plane sont tangentes à 
la développée de cette courbe ^ car chaque 
normale est coupée par les deux nonnales ad- 
jaceatds en deux points , et la droite infiniment 
petite ^comprise entre ces deux pointe^ est un 
élément de la développée. 

Des Plans osculateurs des courbes à double 

courbure ,r des ./tngles de contingence et de, 

flexion de c^s courbes ; des Droites polaires 

de leurs élémens ; de leur Courbhre gUme et 

sphérique. 

73. liCs tangettitès d'une courbe 4 double 
courbure prolongées indéfiniment , forment 
une surface développable qui a deux nappes 
égiiles , opposées et ^épar^s par la courbe 
même ( art. m ). Un plan tangent à oettte^ sur- 
face passe par' detlâ;: tangentes consécutives de 
k courbe : c'est de plan; qu'on nontme plan 
Q^ulate»r de b cdurbe. On appelle ungk de^ 



(74) 
flexion ¥ang\e de deux plans osculatears con- 
sécut^ 9 et jcmgle de, contingence l'angle de deux 
tangentes consécutives situées dans le mêine 
plan osculateur. L'angle de contingence est 
égal à l'angle de deux plans consécutifs nor- 
maux à la courbe , ou de deux plans perpjen- 
diculaires à deux tangentes consécutives de la 
courbe. La droite intersection de deux plans 
uormaux consécutifs d'une courbe se nomme 
droite polaire (art. 65) de l'élément de cette 
courbe qu'ils, comprennent entr'eux. Il n'y a 
aucun point de cette droite qui ne puisse être 
considéré comme le centre de l'élément de la 
courbe , ou comme le centre d'une circonfé- 
rence dont cet élément serait un arc. La per- 
pendiculaire abaissée d'un point de la courbe 
sur la droite polaire correspondante à ce point 
est égal au rayon du cercle osculateur au 
même point. Le pied de la perpendiculaire 
est le centre de ce cercle , et là longueur de la 
perpendiculaire est le rayon de courbure. Ce 
rayon mesure la courbure dans • le plan oscu- 
lateur. Si f à partir d'un point quelconque d'une 
courbe à double cpurbure, on prend trois autres 
points dont les distances au premier sont' inap- , 
préciables , on aura quatre points cpnsécuti& 
qui déterminent une sphère qu'on nommse 
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sphère osculatrice Ae la courbe ; le centre et 
le rayon de cette sphère sont respectivement le 
centre et le rayon de courbure sphérique ^nmn 
point déterminé de la courbe à double courbure. 
Soit /ki^ JV ( fig. 7 ) une courbe quelcon- 
que \ A ^A^)^A^ trois points consécutifs de cette 
courbe. AT\A^ T' sont deux tangentes con- 
sécutives qui comprennent entr'elles l'angle de 
contingence 71^ T'. Deux plans normaux con- 
sécutifs A CD.^ A' CD se coupent suivant la 
droite polaire CJO de l'élément de courbe 
A A' A". Le plànosculateur ^ ^' C du même 
élément passe par les deux tangentes consécu- 
tives A[ Tyji' T\ La perpendiculaire A C^ 
onA'C abaissée du point A ou A' sur la droite 
polaire CJp(^)e^% le rayojx de courbure de Vêle- 
ment de courbe dans {eplan osculateur ^ A' A*', 
et le pied : Çde laperpendiculaîre en est le centre 
de courbure/ I^es deux perpendiculaires^ C, 
A' C au même point delà droite polaire , et les 
deux tangentes consécutives A T^ A'T' sont 
situées dans le même plan osculateur , et com- 
prennent entr'elles des angles égaux; de ces 
angles , . Fun TJT':=A CA' est l'angle de 
contingence. - ^ rr 

Lorsque la courbe MANé^ plane, tousses 
rayons de courbure ^ ou les rayonsde ses cercles 
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osculatenrs ( art. 71 ) y sont dans le plan de là 
courbe, et deux rayons de courbure consécu- 
tifs J tels que-^C, -4' C déterminent le centre 
de courbure C de Télément A' A' A''. 

Du Centre de courbure et du Rcnron de courbure 

éCime courbe plane. 

73. Quelle que soif la courbe plane proposée^ 
il faut adtnettre qu'^elle appartient à une sur- 
face dent la normale ou le plan tangent en uiï 
point donné de cette sutâiceest connu. Si cette 
torÊioe n'est pas donnée , oh placera la courbe 
plfôposée sur une surface réglée (art. 56) , telle 
que les normale^ à cette Mrface, menées pàt 
fous Ie9 points delà coùtbe , iseient déterminées» 
Dans les deux ca^ ^ on pourra considérer la 
eourbe proposée comme la seetionf faite par le 
plan de cette courbe sar une surface à laquelle 
on sait mener des normales , ou des plans tau-^ 
gens^ par dés points pris sur cette surface. 

74. Unecourbepkne étant rapportée sur Une 
smr£Âce^}es normales à cettesurfiiee menées par 
tous lés points de la courbe forment une autre 
sti^facé q^i est réglée. L'une quelconque de ceist 
normales projetées orthogonalement sur le plan 
de la c^ourbe , deviezlt une tangente à la déye- 
loppée de cette courbe (art. 45); d'où il suîl 
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r ^« que la développée de la courbe prçpoeée e^ 

la section droite dHun cylindre auquel les droites^ 

gui forment la utrface réglée^ lieu des norMalea , 

sont tangentes. (Cette pi^oposition e^t évidente.) 

2^^. QjuCun pUm quelconque normal à la courbe 

( art. 5. ) touche la surface réglée en un point ^ 

dont la projection orthogonale , sur le plan de 

la courbe proposée % est le centre de courbure 

pour le point de cette courbe par lequel on lui a 

éleué un plan normal. £n effet » considérant 

la développée delà qoiirbe proposée comme 

la section dsoite d'un cylindre ^uquel (art. 24) 

les normales qiii forment la^urface xéglée lont 

tangen.tes> un plan normal à la courbe oon^^ 

tient ( art. 46 ) quatve droites ; 1^. la normale 

à la courbe ; a"", la normale à la surface i^églée, 

dont la normale à la courbe est la , pro^tion 

orthogonale; 3^. une drdite du pylindr^ ; 4^. la 

tangente à la courbe de contact du ^lindre et 

de la surface xé^ée. De ces quajtre droites , h% 

trois dernières se coupent en un point pouc 

lequel le plan normal à la courbe est tangent 4 

k surface réglée , puisqu'il passe.(art. 4o et 46 ) 

par une droite de la surfEice^ et par une tang^nto 

àla mêm^e surface* 

Maifi la troisième droite appartenant au cy-r 
Uodre^ cet perpendiculaire au plan delà courbe 
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proposée: donc elle projette sur ce plan le point 
de contact de la sarface réglée et du plan nor- 
mal à la coarbe : d'où il suit que la projectioa 
de ce point est sur la développée de la courbe^ 
et enfin que cette projection est un des centres 
de courbure de la courbe proposée. 

75« Une courbe plane étant tracée sur une 
surface S, une tangente T à cette courbe , et 
la normale iVà la surface menée par le point de 
contact , déterminent le plan (NT) d'une sec- 
tion normale , et les normales à la surface me- 
nées par les points de la section normale , for- 
ment une surface réglée à laquelle le plan (iV, 7 ) 
est tangent , puisque ce plan passe par la droite 
iVde cette surface réglée. Si par la même droite 
N on conçoit un plan perpendiculaire à la tan- 
gente T, <e plan sera par la même raison tan^ 
gent à la surface réglée ^ et le point de contact 
sera le centre de courbure de la section normale 
( NT). En effet , la tangente T à la surface S 
ayant (art. 36) deux points communs avec cette 
3ur£Eiqe , soient iV et N' les normales à la sur-- 
£3ice S menées par ces deux points. Ces deux 
normales consécutives N , N' comprennent 
entr'elles un élément de surface réglée f JV, N^) ; . 
or 9 quel que soit le plan mené par la tangente 
Ty ce plan coupe la surface «Sraivant une ligne ; 
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et les noriQales menées par les points de cette 
ligne fonnent une surÊice réglée qui a aussi 
un élément (N , H^ ) compris entre les deux 
normales consécutives N^ JV : donc , quelle que; 
soit la section de la surface S^, dont le plan passe 
par la tangente T, les surfaces réglées lieux deà 
normales menées par cette section^ ont un 
élément commun fiV/iV'j : donc elles se tou- 
chent toutes^ suivant cet élément. D'où il 
suit que le plan mené par la normale N^ per- 
pendiculairement à la tangente Ty touche 
toutes ces surfaces réglées au même point de 
la normale N. Nommons C ce point de con- 
tact. On a vu ( art. précédent ) que la pro- 
jection orthogonale de ce point C sur le plan, 
d'une section de la surface S passant par là 
tangente T , est le centre de couîrbure de cette 
section au point de contact de la section et dé là 
tangeiite T: donc , lorsque le plan de la séctîoii 
passe par la normale Net la tangente T(auqttet 
cas la section est normale) , le centré de cbur-^ 
bure de cette section est le point C même. - 

Construction géométrique des rayons de courbure 

é£une courbe plane* 

76. Quelle que soit la cotftlie proposée, 
V^ placesB-la sur une surface à laquelle on sache 
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mener des normales par des points piîs sur cette 

surface ; a^ construisez les normales à cette sar- 

fiicCf qui passent par la Coorbe donnée /et le 

lieu de ceis normales jsera une surface réglée* 

3^ parle pojint donné sut la courbe , menez un 

plan normal à cette courbe, qui touchera la 

surface réglée ea un pcnnt ; construisez ce points 

et projetesE4e sur le plan de la courbe par une 

perpendiculaire à ce plan ; le pied de la perpen-* 

diculaire «era le centre de courbure demandé. 

« 
PémonsîratiQTi du Théorème de Meusnier. 

( Académie dé Paris ; Savaiis étrangers , t. x ^ année i '78$^* 

, 77. Théorème. Xes cercles ,<HculateuTs de 
toutes les sections d'unesurface dont les plans 
passent par «ne t^gente à cette^uiiace , sont 
sur une sphère ; le centre 4e oettie sphère est la 
centre de courbure de la section normale dont 
le plan passe par la même tangente, elt son rayon 
est égal au rayon 4^ courbure de cette section. 
Jiérnonatration. tJne surface étant coupée 
par une suite de plans qui passent par une 
tangente à cette surface , chaque settion déter-^ 
mine une sur&ce réglée , lieu des normales 
menées par les points de cette section. Toutes 
les sur&ces réglées, aiosi déterqiinées, ayant 
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ua élément commaa ( artiole 76 ) ^ le plail 
perpendiculaire à la tangente des sections 
planes^ mené par le point de contact de ces 
aections 9 est tangent à la gur&ce réglée, qui 
correspond à la section normale , et qui est le 
lieu des normales à la surface donnée, me^ 
nées par lès points de cette section ; or , ce 
plan touche cette surface réglée en un points 
qui est lé centre de courbure de la section 
normale , et la projection de ce centre sur un 
plan quelconque 'mené par la tangente , est le 
centre de courbure de la section de la sur- 
face contenue dans ce plan : donc les centres 
dé courbure de toutes ces sections sont situés 
suï* un cercle qui a pour diamètre le rayon de 
courbure de la section normale , et dont le 
plan est normal à l'une quelconque des sec- 
tions y au point où elles se touchent, p'où il 
suit 'que lés cercles osculateurs de ces sections 
Sont sur une sphère qui a pour centre le cen- 
tre de courbure delà section normale , passant 
par là tangente commune , et pour rayon, le 
rayon de courbure de cette section. 
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Construction géométrique des Cercles oscuîaleurs 
. d^une courbe à double courbure^ de ses plans 

osculaieursy et des droites polaires des êlé'^ 

mens de cette courbe. 

78. Quelle que soit la courbe à double cour- 
bure proposée , on peut supposer qu'elle résulte 
de Finlersection de deux surfaces dé&nies , pai: 
exemple , de deux surfaces réglées , et que ^^ 
diaprés les méthodes relatives au plan tangent 
exposées ( art. 69 ) , il n'y a aucun point de 
chacune de ces surfaces par lequel on ne 
puisse lui mener un plan tangent. 

Cette hypothèse admise ^ oi^ déduira de ce 
qui jprécède la construction géométrique du 
cercle osculatear de la courbe à double 
courbiure y en un point donné de cette courbe. 
En effet , concevons par ce point la tangente à 
la courbe , et les normales aux deux surfaces 
dont cette courbe est l'intersection ; ces det^x 
plans menés par la tangente et par chacune 
des normales , coupent les deux surfaces sui- 
vant deux sections normales qui ont chacune 
un centre et des rayons de courbure. Les 
deux sphères (art. 77 ) qui ont pour centres et 
pour rayons y les centres et les rayons de cour^ 
bure des sections normales , ont pour intersec^ 
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H0B le cercle cêculateùr demandé, car le plan 
de ce cercle coupe les deux sur&ces suivant 
deux lignes qui ont même centre de courbure , 
au point de ces deux surfaces que l'on consi- 
dère. Mais on sait construire (art. 76) le 
centre et le rayon de courbure de la section 
normale d'une surface à laquelle on sait 
mener des plans tangens par des points pris 
sar cette surface. On connaîtra donc les deux 

* 

sphères qui, parleur intersection, déterminent 
le cercle osculateur demandé. La perpendicu- 
laire au plan de ce cercle élevée par son centre, 
est la droite polaire du cercle osculateur et d^ 
l'élément de la courbe à double courbure 
contenus dans le même plan. Le plan du cer* 
cle osculateur ne diffère pas de celui que l'on 
nomme (^rt. 72) plan osculateur. La droite 
polaire d'an cercle osculateur d'une courbe 
passe par les centres des deux sphères , dont ce 
cercle est l'intersection. 

De r Hyperboloïde osculateur dune s^rfaee 

régUe. 

n 

79. L'hyperboloïde osculfileur mesure )a 
courbure d'un élément de surface xéglée , 
comme le cercle mesure cçUe de la courbe dont 
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il est oficttkteiir« Odâvu ( art. 5o )<fàùj patD)i 
les hyperboloïdes à une nappe qtii touchent 
une surface réglée suivant une droite donnée , 
Fun d'eux 9 l'hyperboloïde osculateur, était 
déterminé par la condition que cette droite et 
les deux autres droites consécutives qui lui sont 
adjacentes sur la silrfkce réglée , en soient les 
directrices. Si , par un point quelconque de la 
droite commune à la surface réglée et k Yhy-^ 
perboloïde osculateur , on mène un plan qui 
coupe à<-]a-fois les deux surfaces , il est évi<^ 
dent que les deux sections auront même cour^ 
bure ettL ce point , puisque les él émeus de cette 
courbure , savoir y le centre et le rayon de 
courbure , sont déterminés par les trois points 
dlntersection du plan ' et des trois droites 
consécutives , qui sont les mêmes pour la sur^ 
fiice réglée et l'hyperboloïde osculateur ; d'où 
il suit que le plan mené par une droite d'une 
surface réglée , coupe cette surface et Thy- 
perbolciïde osculateur correspondant à la 
droite, suivant deux lignes qui sont réci- 
proquement osculatrices. Mais ce plan coupe 
l'hyperboloïde osculateur suivant une autre 
droite : donc cette droite est osculatrice à la 
courbé de la surface réglée qui est contenue 
dans le même plan : ce qui signifie que trois 
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fioinls coillécuiifacb cetteeoQ>rbl^ sont Qti ligne 
droite , et qu'il y a infkxion. 

Aine. 9 le plan izievié par une droite d'une 
(lUfface réglée^ ayant coupé cette surface sui^ 
Tant une cosirbe , l'intersection de la droite et 
-de la CQtirbe est à la fois on point dinSexioa 
de oefcte courbe 9 et le point où la sar&ce réglée 
^6i» touchée par le fdiai»(att. 47). 

8o. Coitsidérant les sections: d'une surface 
réglée dont lea plans passent par uaeinormale, 
OA taài que llB plan tangent, qui conlient les 
teasgentiea à toutes les seelions normales , par- 
tage ces sections en deux séries, les unes 
toucbéisa par le pkmrëits uneôté, les autres 
vers le côté opposé. Si par le pcmrt de contact 
du plan et de la sujrfiioe , qji couçoit la droite de 
cette surf9.ce , et Thyperboloïde osculateur sui- 
vant cette droite, le plan tangent coptiendra 
une seconde droite de Thypcrboloïde ; Tangle 
de ces deux droites comprend les sections nor- 
males touchjêes par le plan vers l'un de ses cô- 
tés , et le supplément de cet angle comprend 
les sections touchées vers le côté opposé ; car 
les lignes par lesquelles on passe des se^tiona 
normales dont les centres de courbure sont 
situés d'un côté dé la normale , aux sectionS' 
dont les centres de courbure sont situés du côté^ 
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é 

opposé , ont un rayon de coarbure infini j limite 
des rayons de courbare positifs et négati&(^o^. 
V Appendice ). Prenant pour exemple le plan 
tangent de l'hyperboloïde de révolation en un 
point du cercle de gorge qui sépare les deux 
nappes de l'hyperboloïde, le rayon de ce cercle 
est la normale pour ce point ; les sections nor- 
males comprises dans Taugle des deux plans nor- 
maux menés par les droites de Thyperboloîde 
étant concaves vers Taxe de Thyperboloïde, 
celles qui sont comprises dans le supplément 
de cet angle sont convexes vers le même axe. 
liC petit cercle de gorge est de la première série , 
et l'hyperbole méridienne de la seconde. 

Construction de V Hyperholoïde oacuîateur et une 

surface réglée (i). 

81. La droite de contact de la sur&ce réglée 
et de l'hyperboloïde osculateur étant donnée ^ 
on conduira par cette droite trois plans quel-* 
conques qui couperont la surface réglée sui- 
vaut trois courbes. Far le point où chacune de 
ces courbes sera rencontrée par la droite ^ on 
lui mènera une tangente (art. 56-57). 

Ayant construit les trois tangentes^ on les 
regardera comme les directrices d'une droite 
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mobile; et cette droite engendrera Thyperbo- 
loide oscalateur ( art. 5o ). 

Suite delà Théorie des Courbes à double 

courbure (i), 

Hes Développées et des Développantes dès 
Courbes à double eourbure. Des Surfaces 
osculatrices de ces CourbeSé 



\ 



82. M. Considérons une courbe à double 
courbure, et la surface développable qui a cette 
courbe pour arête* de • xebroussement. Cette 
Qurface étant le lieu des intersections succès-- 
sives des plans osculateurs de la courbe ( art, 2 1 
et 7a ]L nommons-la Surface osculcOrice de la 
courbe. Les droites de cette surface sont les* 
tangentes de son arête de rebroussement , et 
par conséquent de la courbe à double courbure^ 
Les plans tangens de la surface oacu/atric^d' une 
eoupbe sont les plans osculate urs de cettecourbe*. 

■ ■ B^— 1^ I > I ■ Il I I ■— — I m I i^ 

(i) La plupart des propositions contenues dans ce para- * 
graphe étant extraites des Mémoires de l'auteur de Tu/na- 
fyse appliquée à la géométrie, on mariera d'uz^ M \e% 
articles relâliâ a ces propositions. 
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Concevons sur la surface osculatrice les tra-" 
jectoires perpendiculaires aux droites de cettp 
^surface. Un fil étant divisé en deux parties ^ 
Viine fixe , pliée sur l'arête de rebroussenient , 
l'autre mobile ^ appliquée sur une tangente à 
cette arête^ cette seconde partie , qui est en 
ligne droite^ pourra se mouvoir en passant suc* 
cessivement par toutes les tangentes de Tarête 
de rebrousseitient, de manière que la longueur 
totale da fil ne change pas. Tous les points du 
fil en moi^vement décrivent sur la surface os- 
culatrice des trajectoires perpendiculaires aux 
droites de cette sur&ce. L'arête de rebrousse- 
ment se^éueloppey c'estrà-dire ^ qu'à chaque 
instant, la partie' rectiligne du fil s'allonge de 
la partie développée de cette arête. Ayant 
noïhmé Faréte dé rebroussement la développée, 
on appelle développuhtes les trajectoires per- 
penc^ulaires aux tangentes de cette arête. 
Toutes les développantes ont , pour les points 
où elles sont coupées par la même tangente de 
Farête de rebroussement , un centre de cour- 
bure commun; ce centre et le point de con- 
tact de la tangente sur l'arête coïncident ; les 
longueurs des tangentes comprises entre l'arête 
de rebroussement et les développantes, me- 
surent les rayons de courbure de ces dé velop- 
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pantes. Comme itn'y a aucune courbe qui ne^ 
puisse être cooaidérée et comme une dévelop- 
pée , et comme Tarête de, rebrous3ement d'une 
HirË^ce développable , il suit qu^ane courba 
laelconque a une infinité de développantes , 
toutes situéfs sur sa sur£sice osculatrice. Nous 
liions coDsi^rer cette courbe comme une dé^ 
veloppante. ^ et aura voir qu'elle a une infinité 
de développées. 

-0^ la Suffac^ polaire dlune Courbe y et de son 
Arête de rebrouêsemeint , lieu de^ centres jie 
courifurekephérique. 

82k. iML Ayant, niené par* un pomt d'une 
coDobe on plap nonmaVà cette courbe, con-* 
QQliioQs que Jla courbe étant fixe , ce plan se 
Bieirire sàçs «assef d'être normal ;à k courbe ^ 
deux plans normaux con^éoutife . se« coupent 
suivant la droite polaire (art. 7a ) de Pélément 
de coui^be qa?tls comprepneot , ejt Fenveloppe 
de l^ei^paee que le plan normal à la^ courbe par- 
court est le lieu de toutes les droites polaires y 
et par. conséquenide tous les pôles ^ la courbe ; 
oestpar cette raison, que nous proposons de 
Qoqimer cette enveloppe surf aee polaire de la 
courbe. Les droites polaires de la courbe |ont 
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los tangentes de l'arête de rebroussement de la 
sarface polaire. Chaque point de cette arête est 
Tintersection de deux droites polaires , ou de 
trois plans normaux consécutifs; elle est donc 
( art. 7a ) le lieu des centres de courbure sphé- 
rique des élémens de la courbe , ou des centres 
des chères oscidotnces , dont chacune passe par 
quatre points consécutifs de la courbe. 

84. D'une courbe à double courbure quel- 
conque , dérivent deux surfaces développableSy 
Tune osculatrice et Tautrepo/mr^ ; la première, 
lieu des tangentes de la courbe , est engendrée 
par le plan osculateur de cette courbe ; la se- 
conde , lieu des pôles de la courbe, est engen* 
drée par le plan noroial; Il n'y a aucune droite 
de ces deux surfaces ^^e l'on ne puisse cons- 
truire géométriquement en faisant usage des 
principes exposés dans lès pwagrapfaes pré- 
cédens (art. 66-78). . . 

Construction :géç7nétrîque des Centres de eoun^ 
bure sphérique des Courbes à doubh courbure. 

85. Lorsqu'une/ courbe à double courbure 
est l'intersectioDfc de deux surfaces courbes 
auxquelles op sait mener des plans tangens par 
des ppints pris sur ces surfaces^ il n'y a aucun> 
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point de cette courbe pour lequel on ne puisse 
construire ( art. 78 ) le plan osculâtenr 9 le 
cercle osculateur et la droite polaire qui cor- 
respondent à ce point. Or, la surface polaire a 
pour arête de rebroussément ( art. 83) la 
ligne des centres de courbure sphérique de 
cette courbe : donc le . plan hormal en un 
point déterminé de cette courbe touche la sur- 
face polaire suivant une droite tangente à Fa* 
rête de rebroussément dé cette surface , et le 
point de contact est le centre de'xourbure sphé- 
rique correspondant au point déterminé delà 
courbe. Four construire ce point ^ on mènera 
par la droite polaire qui le contient un plan 
quelconque qui coupera toutes les autres 
droites polaires tangentes à l'arête de rebrous- 
sément de la surface polaire; joignant ces points 
par une courbe^ elle sera tangente à la droite 
polaire située dans le plan de cette courbé 
( art. 46 ), et le point de contact sera le centre 
de courbure sphérique demandé, a Cette cens* 
}D truQtion^rigpureuse en théorie, ne serait ad* 
s> mise en géométrie descriptive qu'au défaut 
s> d'une méthode plus rigoureuse et plus con- 
y> Jçfvm^ à ce principe , qu'un point est d'au- 
y> tant mieux déterminé par des opérations 
» graphiques^ que l'angle des lignes qui se 
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* croisent en ce point s'écarte moins de Tan- 
» gle droit ». Hans la construction précédente, 
cet angle e^t uiUy puisque le. centre de cour- 
bure aphérique est i^u point de contact d'une 
courbe et d'une droite située dans le plan de 
cette courbe; c'est pourquoi nous allons indi- 
quer une autffe construction qui se déduit des 
principes que nous avoDs établis précédein- 
inQnt y et qui nous a été communiquée (i). 

86.. Un plan quelconque mené par une 
droite d'une suriace développable ^ coupe 
cette surface suivant yne courbe tangente à la 
droit%(art. ,46), et par conséquent tous les 
plaqs tangena de la surface suivant des droites 
tangentoa à cette courbe^ Siq^posons que ces 
d2t>ites soient données ààm «n plan, elles sont 
tangentes à une nème^ qoorbe qui n'est pas 
connue > mais chacune d'elles Ja touche en un 
point qu'il s'agît de GQnstruire% Ponr résoudre 
cette questionV on considérera lea droites donr 
nées. dans on plan P coqune les^ projections 
orlfax^onales des droites d^une sorfaoe réglée ; 
et pouK fixer un mode de^ génération de cette 
surface^ on supposera, par exemple, qu^elle est 
^Qgendrée pair une droite* constamment parai-* 

) , , • 

'^ ' ' ' f "" i i Mi f' r ' i r ' i ' .r umtLj t upt ■ m i ■■ ■ * ■ 

X 

(ï> Par M. Chwkf. 



( 95 ) 
lèWaa plan P, et de plus assujettie à passer 
par ane droite arbitraire qui ne lui soit point 
parallèle. 

Cela posé y soit D la droite polaire sur la- 
quelle se trouve le centre de courbure sphé-^ 
rique qu'il s'agit de construire géométrique*^ 
ment. Un plan quelconque P mené par cette 
droite coupe les plans tangens à la surface 
polaire suivant des droites D' y D^' , etc. , tan-^ 
gentes à une courbe qui est elle*méidne tangente 
à l'arête de rebroussement ; le point de contact 
de ces deux courbes est le Centre de courbure 
sphérique situé sur là droite polaire D. Consi* 
dérant ces droites D , D\ iD", etc. , comme les 
projections des droites d'une sur&ce réglée sur 
le plan /^> un second plan P' perpendiculaire 
à celui-ci et mené par la droite Z), coupe la sur- 
face réglée suivant une courbe ; et pour cons- 
truire cette courbe > on supposera que la géné^ 
ratrice de la surface réglée àatisfait auic d^u^t; 
conditions, d'être parallèle au plan Py et de p^i^ 
«er par une droite arbitraire , qui néâi^imoiM 
rencontre la droite 17^ alors le plan P' eoupe la 
surface réglée suivant une courbe déterminée, 
facile à construire, et le point d'intersection de 
cette courbe par la droite D est le centre db 
t^ourbure sphérique demandé. 



\J 
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De la Surface polaire d^une Courbe considérée 
comme le lieu des dépeloppées de cette Cour'be* 

87, itf. Soient (fig, 8) fx, m, m', m", etc. les points 
consécatifs et infiniment vobins d'une courbe 
à double courbure donnée MN; p, p\ p', etc. 
les droites polaires des élémens de la courbe 
m m' , m! m" , etc. Un plan quelconque tangent 
à la surface polaire de la courbe donnée con- 
tient deux droites consécutives/? et p' y et il est 
normal à la courbe en un point m. Une droite 
quelconque mdy menée dans ce plan tangent 
par le point m de la courbe y coupe les deux 
droites polaires jp etjp' en deux points del d' ; 
la droite dl w! qui joint le point d de la sur- 
face polaire , et le point m' de la courbe infini-- 
ment voisin du point 771 ^ coupe la droite po- 
laire (p'') au point d!'^ la droite qui joint ce point 
d' , et le point m" de la courbe infiniment voi- 
sin du point m! , coupe la droite^polaire (p'"j au 
point d'^; et ainsi de suite. On construit de 
cette manière sur la surface polaijre uneeourbé 
dd'd'.... 9 qui est ( art. 8a ) une déi^eloppée de la 
courbe proposée. Mais la première droite iTidf 
menée dans le plan tangent à la surface polaire / 
est arbitraire : donc cette surface est le lieu 
d'une infinité de courbes ddd\...^ dont cha- 
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^aaeest.iuie développée de la courbe proposée ; 
l'où il suit 3.^ qu^une courbe quelconque y con- 
idérée comme développante , a une infinité de 
léveloppées situées su ria surface polaire de cette 
Dourbe ; a^ qull ^ a une infinité de surfaces 
iéveloppab]es dérivées d'une même courbe, 
dont chacune contient cette courbe et l'une de 
ses développées, et toutes ces surfaces sont com- 
posées de droites tangentes à la surface polaire, 
et normales à la courbe , en sorte que la courbe 
est une trajectoire orthogonale de toutes ces 
sur&ces. 

Propriété remarquable de V Arête de rebrousse^ 
ment d^une surface polaire. 

88. Deux droites consécutives de la surface 
polaire d'une courbe sont perpendiculaires à 
deux plans osculateurs consécutifs de cette cour- 
be (art. 78). Or, ces deux droites sont tangen tes à 
l'arête de rebroussement de la surface polaire : 
donc l'angle des deux tangentes consécutives de 
cette arête ou son angle de contingence , est égal 
à l'angle de deux plans osculateurs consécutifs 

de la courbe proposée , ou de l'angle de flexion 
de cette courbe. Réciproquement , l'angle de 

flexion de l'arête de rebroussement est égal à 

Y angle de contingence de la courbe proposée ; 
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car deux plans osculateurâcodséctitifsde ce^tte 
arête sont perpendiculaires à deux tangentes 
consécutives de la courbe : donc une 'Coart>e 
quelconque , et Parête de rebroussement de sa 
surface polaire ^^ jouissent, ae cette propriété , 
que les angles de contingence et de flexion aux 
points situés dans le ménie plan normal d la 
courbe ^ sont réciproquement égaux (i). 

Propriété des développées ^une Courbe. 

89. M. Lorsqu'on développe sur un plan la 
surface polaire d'une courbe , toutes les'dé ve- 
loppées de cette courbe deviennent sur le plan 
de développèitieht des ligneâ d):ôites. Celle pro- 
priété résulte de ce que deux droites consécu- 
tives de la surface développablé qui passe par 
une courbe , et Tune quelconque de Ses dé ve* 
loppées , se coupent en un point de la surface 
polaire » et forment des angles égaujc avec Ja 
droite de cette surface qui passe par le point 
d'intersection. 

Soient ( fig. 8. ) p , p' , p' les droites de la 
surface polaire ; dd^ d' l'une des développées 
de la courbe m m' tn^\ Deux droites consécu- 
tives fidymdd! de la surface développable 

( I ) Théorème de M. Fourier 5 Correêpondanc9 « 
lome 111 , pttge \^5. 
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qui passe par la courbe m w! ni^ et par la déye-*' 
loppée d à! et' de cette courbe , font avec la 
droite (p) des angles égaux fk^dky m dky (p) dd\ 
Dans le plan de développement ( art* 65 ) , ces 
deux angles S'dky (p) dd' sont opposés par le 
sommet, et les deux élémens consécutif» «Tdf, 
^d' de la développée J^dd^ ne forment qu'une 
seule et même droite. Il en est de même de 
toute développée autre que la ligne dçt d!': 
donc toutes les développées d'une courbe de^ 
-.Tiennent, sur le plan de développement ^ de 
la surface polaire de ^cette courbe , des lignes 
droites, et sont par conséquent sur cette surface 
les lignes les plus courtes (art. 68) qu'on puisse 
mener eutre deux points donnés* 

Usage des développées tPune courbe pour décrire 
cette courbe et un mouvement continu^ 

90. M. Ayant mené par un point d'une courbe 
un fil tangent à la surface polaire de cette 
courbe , on le pliera en le tenant toujours 
tendu , de manière que cette tension lui fasse 
prendre s,or la surface la direction la plus 
courte entre ses extrémités ( art. 68 ) j il se 
pliera sur Tune des développées de la courbe^ 
et dans le même temps, un point du fil décrira 
la courbe* 

7; 
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Si l'on veut décrire d'un mouvement contina 
une courbe donnée, on construira la surface 
polaii*e de cette courbe, et après avoir mené par 
Tun de ses points deux fils tangens à la sur- 
face , on les pliera sur cette surface suivant 
deux développées. Ayant fixé les extrémités 
des fils sur ces développées , on fera mouvoir 
le plaii tangent à la surface polaire ^ qui passe 
par ces deux fils , ou plutôt par le même fil 
divisé en deux parties droites , réunies en un 
point de la courbe. Tenant toujours ces deux 
parties du fil en lignes droites dans chaque plau 
tangent, leur point de réunion décrira la 
courbe proposée. 

Si la courbe donnée est un cercle , la surface 
polaire se réduit à la droite polaire ( art. 65 ) 
de ce cercle , et les deux fils étant attachés à 
deux points de cette droite , leur point de réu- 
nion décrira le cercle qui est l'intersection des 
deux cônes droits que les fils décrivent en 
tournant autgur de la droite polaire comme axe. 

De la Développée de Réaumur, ou de la 

Développqïde. 

. 91. Si par tous les points d'une courbe plane 
on mène dans le plan de la courbe des lignes 
droites qui se rencontrent deux à, deux consé-- 



( 99 ) 
icutivement ^ en coupaat la coutbè sous uti 
angle constant, ces droites çont les tangentes 
de la courbe que Fontenelle a appelée dépe^ 
ioppée imparfaite. ( Voyet le Grand Calcul dif^ 
jUrentiel de M. Lacroix , tome I®^, page 4g2 ^ 
n^ édition , 1810. ) Réaumur est le premier qui 
a considéré cette^ espèce de développée dans 
4in Mémoire de l'Académie de^ Sciences de 
paris, année 1709. Dans un autre Mémoire 
des Savans étrangers de la même Académie> 
tome II, année iSii » M. Lancret a examiné 
lesdéveloppées ioiparfaites des courbes à double 
courbure , et il les désigne soUs le nom de deve*' 
loppoïdes. Nous adoptons cette nouvelle déno* 
mination% 

Soit A MNB une courbe quelconque (fig* 9) j 
deux droites consécutives ou infiniihent voi- 
sines, menées, par deux points consécutifs de 
cette courbe et dans son pla^, se coupent en » 
un point qui appartient à la déyelôppoïde ; la 
partie de ces droites comprise entre la courbe 
AMNB et la développoïde , se nomme rayon 
die dépeloppoïde. Menant les deux droites con- 
sécutives par les mênies points delà courbe 
A MNBy en faisant varier Fangle de ces droites . 
et de la tangente à la coUrbe , )e rayon de déi^ 
veloppoïde varie en même temps* Réaumuc % 
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démontré que les rayons de développoïdes qtrl 
correspondent à Tangle yariable de ces rayons 
et de la tangente à la courbe proposée, sont les 
cordes d'une circonférence dont le diamètre 
est égal au rayon du cercle osculateur de la 
courbe proposée au point de concours des 
rayons de développoïdes. 

92. Soient ( fi g. 9 ) Af et A'^ deux points pris à 
xine distance finie l'un de l'autre sur la courbe 
proposée A M NB ; M T, NT les tangen tes aux 
points ilf et N; MO ^ NO deux droites qui 
partent des points M et N^ et font avec les tan- 
gentes en ces points des angles égaux tMO, 
TNO^ ces quatre points ^ savoir, le point de 
concours O des deux droites MO, NO, le 
point de rencontre T des deux tangentes, et les 
points de contact Met N, appartiennent évi- 
demment au cercle 9 dont le centre est déter- 
miné par les droites TS, MR qui divisent en 
deux parties égales les angles MTIS, TMO; 
car les angles tMO et TNO étant égaux, ils 
ont chacun pour mesure la moitié de la somme 
des arcs MO et MT: donc les droites MT, 
/ NT doivent concourir en un point T de la cir- 

conférence MON. Deux autres droites quel- 
conques MO' , NO\ qui coupent la courbe 
proposée AMNBy sous les angles égaux tMO\ 
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TNO^ diflférens du premier angle tMO^ se 
rencontrent évidemment en un point 0' de la 
circonférence -WOiV; lorsque ces droites seront 
perpendiculaires sur les tangentes , et dirigées 
suivant les cordes MSy NS^ elles se rencon- 
treront en un point S de la même circonfé- 
rence., situé à l'extrémité du diamètre TS. 
Mais les points M et N étant infiniment voi- 
sins , ce diamètre et les cordes M S , SN" se 
confondent ; le point S devient le centre de 
^courbure du petit arc MTN ; donc, dans ce 
^as , les rayons de dé vj}a{$poïdes MO ^MO,y 
ifO'',.,,...-€ôsi-d^^rdes di^ cercle OMNS^ 
dc^îe diamètre est égal au rayon de ce cercle 
i^s^ulateur de la courbe proposée au point de 
concours M de tous ces rayons. ( Théorème de 
Réaumur. ) 

g3. On déduit de ce théorème la proposition 
suivante : 

ce tSi par une droite donnée tangente à une 
D surface quelconque, on conçoit toutes les 
» septions dont les plans passent par cette tan- 
» gente, les rayons de dcveloppoïdes de ces. 
» diverses sections, qui partent du point de 
)) contact de la droite et de la surface , sont les 
D Cordes d'une sphère d'un diamètre égal au 
H rayon du cercle osculateur de la section nor-^ 



/ 
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» maie àe la snrface', dont le plan passe par 
s^ la tangente donnée i^. {Correspondance d^ 
T Ecole Polytechnique y tome III, page i5o. ) 

En effet , les rayons de développoïdes d'une 
même section sont (art. 9a ) les demi-cordes da 
cercle osculateur^de la section au point de con- 
cours de ces rayons , et par le théorème de Meus^ 
nier (art. 77), les cercles osculateors des sections 
dont les plans passent par la tangente à la sur-* 
face , appartiennent à la sphère ^ qui a pour 
centre et pour rayon le centre de courbure 
et le rayon de courbure de la section normale : 
donc les rayons de développoqides sont les demi- 
cordes de cette sphère , et par conséquent lea 
cordes entier es d'une sphère d'un diamètre égal 
au rayon de courbure de la section normale. 

Remarque sur la Joigne de la surface polaire ^ 
qui est le lieu des centres de courbure -plana 
ou circulaire dune courbe à double courbure^ 

94. On a vu ( art. 7a ) que la perpendicu- 
laire abaissée d'un point d'une courbe sur la 
droite polaire correspondant à ce point , déter- 
minait le rayon et le centre de courbure circu- 
laire pour ce même point. Il suit de là que les 
pieds des perpendiculaires abaissées des points 
d'une courbe sur les droitea polaires corr^^ 
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pondantes^ forment sur la surface polaire une 
ligne qui est le lieu des centres de courbure 
circulaire de la courbe proposée. Cette ligne 
est une développée de la courbe (art. 72)^ 
dans le cas particulier où la courbe est plane. 
Alors le même plan contient la courbe , et la 
développée qui est le lieu de ses centres de cour- 
bure circulaire. Ce cas excepté , la ligne, lieu de 
ces centres , ne peut être une développée de la 
courbe* En effet, pour que cette ligne fût une 
développée, il faudrait que les rayons de cour- 
bure, c'est-à-dire les perpendiculaires abais- 
sées des points de la courbe sur les droites po»- 
laires correspondantes à ces points, se rencon- 
trassent deux à deux consécutivement (art. 87),. 
pour former la surface développable qui oon-^ 
tiendrait la courbe et la développée de cette 
.courbe dont les tangentes seraient par hypo^ 
thèse les rayo|as de courbure circulaire } mais 
chacune de ces perpendiculaires est ( lirt* 752 ) 
dans un plan osculateur de la courbe propo*- 
sée,etpar conséquent deux plans osculateurs 
consécutifs de cette courbe se couperaient sui* ' 
vaut un rayon de courbure : or, ces deuxplan» 
se coupent nécessairement suivant une tan- 
gente : donc on ne peut pas supposer que deux 
rayons de courbure consécutifs d'une courbe à 
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double courbure se rencontrent, et par conse-- 
qaent la ligpe des Centres de courbure circulaire 
de cette courbe n'est pas une de ses dévelop- 
pées (i). 

B est d'ailleurs évident que la ligne des cen- 
tres de courbure sphérique d'une courbe ne 
peut pas être une développée de cette courbe , 
car cette ligne est l'arête de rebroussement de 
la surface polaire , et les droites de cette sur- 
face, tangentes à Tare te, ne peuvent jamais ren- 
contrer la courbe proposée. 

jpe la Surface rectifiante éPune courbe à double 

courbure. 

95. La surface osculatrice d'une courbe est 
(art. 8a) le lieu des tangentes et des dévelop- 
pantes de cette courbe. Deuxdroites consécu- 
tives de cette surface comprennent les élémens 
des développantes, qui ont pour centre com- 
mun le point où l'une de ces deux droites 
touche la courbe proposée, et leur plan est un 
plan osculateur de cette courbe : donc le plan 
perpendiculaire à un élément de l'une des 
développantes concentriques est perpendicu-^ 

(1} MM. Lacroix et Louvet ont démontré cette propo- 
fîlion. Voyez le Grand Calcul différentiel de M. Lacroix , 
tome I , in*4* 1 i8jo 2 seconde édition , page 62S ^ n° 3S.p.i 
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laire à l'an des plans osculateurs de la courbe 
proposée. Mais un plan mobile , qui dans toutes 
ses positions est normal à une développante^ 
engendre la surface polaire de cette dévelop- 
pante^ et toutes les développées de cette déve- 
loppante deviennent des lignes droites (art. 44) 
sur le plan de développement de cette sui^face : 
donc si l'on considère une seule développée y 
les plans menés par les tangentes à cette déve- 
loppée , perpendiculairement aux plans oscu- 
lateurs qui passent par ces tangentes ^ et les 
plans tangeus à la surface polaire de la déve- 
loppante coïncideront; d'où il suit que les in* 
terseclions successives des premiers ou derniers 
plans appartiennent à la même surface déve- 
loppable. Cela posé, pour rectifier une courbe 
donnée , on la considérera comme une déve- 
loppée dont on connaît les tangentes et les plans 
osculateurs. Les plans menés par chacune de 
ces tangentes perpendiculairement au plan os- 
culateur qui la contient , donneront par leurs 
intersections successives, la surface polaire de 
Tune des développantes de la courbe propo- 
sée. En supposant cette surface développée, la 
courbe donnée devient (art. 89) une droite sur 
le plan de développement : on la nomme, par 
çett^ raison > surface rect^nte de la courbe. 
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(Voy. Grand Calcul différentiel deM.JjSLCroiXf 
I*' vol. pag. 65i. ) 

Ayant déjà ( art. 78 ) les plans tangens delà 
surface rectifiante , la construction des drçites 
de cette surface dépend de la solution du pro- 
blème suivant : 

' Étant donnée la suite des plans tangens â une 
surface développable y déterminer les drùiêes de 
eétte surface ? 

Un plan quelconque coupe les plans donnés 
suivant des droites qui sont évidemment lea 
tangentes d'une ligne de la surface dévelop- 
pable : or, on sait (art. 86) construire une 
courbe dont on a les tangentes : donc on con- 
naîtra deux lignes delà surface rectifiante d'une 
courbe à double courbure, savoir cette courbe, 
et ensuite la ligne déterminée par ses tangentes. 
Les droites qui joignent les points de ces deux 
lignes situées dansle même plan tangent de la 
surface rectifiante , appartiennent à cette sur-^ 
face. 

96. Une courbe a double courbure consi- 
dérée comme Farête de rebroussement d'une 
surface développable, se transforme, sur le plan 
de développement ( art. 65 ) de cette surface , 
en une courbe dont les rayons de courbure sont 
égaux aux rayons de courbure de la courbe 
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proposée; en effet , les plans tangens de la sur- 
lace développable étant aussi (art. 8a} les 
plans oscnlateurs de la courbe^ ils contiennent 
deux éléments , et deux tangentes consécutives 
de cette courbe dont l'angle ne ehajïgp pas 
sur le plan de développement : or , ces deux 
éléments déterminent f art. 71) les rayons de 
courbure de la courbe et de sa transformée : 
donc ces rayons sont respectivement égaux; 
d'où il suit que le rayon de courbure de la 
courbe proposée étant constant , sa transformée 
sur le plan de développement de sa surface 
ospnlatrice est un cercle. ( Grand Calcul diffé- 
rentiel de M. Lacroix, i^^^ vol. , pag. 64a. ) 

Sur la Ligne la plus courte entre deux points 

d'une surface courbe^ 

97. La ligne la plus courte entre deux' pointa 
d'une surface courbe quelconque, est aussi la 
plus courte entre les deux mêmes podnts de 
cette ligne, considérée comme la courbe de 
contact de là surface proposée , et d'une sur- 
face développable. Or, la ligne la plus courte 
entre deux points d^une surface développable 
étant une ligne droite sur le plan de dévelop- 
pement de cette surface , ses plans osculaleurs 
aont ( art. gS ) perpendiculaires à la surface ; 
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donc les plans oscnlatears de la ligne la plus 
courte entre deux points d'une surface quel- 
conque ^ sont perpendiculaires aux plans tan- 
gens de cette surface. 

Il suit de là que deux surfaces ^ dont Tune » 
développable , a pour arête de rebroussement 
la ligne la plus courte entre deux points de 
l'autre surface, se coupent à angles droits dans 
tous les points de cette ligne; car le plan tan- 
gent d'une surface développable étant le plan 
osculateur de son arête de rebroussement', il est 
perpendiculaire au plan tangent de la seconde 
surface. 

Examen de quelques cas particuliers de la 
sufface polaire d^une courbe. 

98. M. Lorsqu'ane courbe est décrite sur 
une sphère , tous les plans normaux à cette 
courbe passent par le centre de la sphère ; d'où 
il suit que sa surface polaire est un cône qui a 
pour sommet le centre de la sphère. 

Si la courbe est plane , sa surface polaire 
est un cylindre dont les arêtes sont perpendi- 
culaires au plan de la courbe ; toutes ses déve- 
loppées sont des hélices (1) tracées sur ce cy- 

(i) On nomme ainsi la courbe tracée sur un cylindre, 
qui devient une ligne droite sur ce cylindre développe. 
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liadre : Tune de ces développées est la section 
du cylindre par le plan de la courbe. Cette 
section est çn même temps la ligne des cen- 
tres de courbure circulaire. C'est le seul cas 
( art. 72 } où cette ligne est une développée de 
la courbe. 

Il est évident que lorsqu'une courbe est 
plane, la surface osculatrice qui est le liea 
de ses tangentes^ et le plan de la courbe, coïnr 
cident. 

Définition des Rayons de courbure et des Lignée 
de courbure des surfaces courbes. 

99. M. De même que le rayon de courbure 
d'une courbe plane est déterminé (art. 71 ) par 
l'intersection de deux normales consécutives 
menées dans le plan de la courbe , deux nor- 
males consécutives d'une surface se coupent en 
un point dont la distance à la surface, mesurée 
sur la première normale , est le rayon de coûr^ 
bure de la surface qui correspond à cette nor- 
male. 

Une normale quelconque à une surface S 
lie peut être rencontrée que par deux autres 
« Il .11 p ■' I I II» 

Toutes les tangentes de cette courbe sont également incliiiëes 
par rapport aux arêtes du cylindre qui passent par le» 
points de contact. 
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normales infiniment voisines de la première. 

te 

A partir d'unenormale déterininée JV, là suite 
des normales qui se coupent deux à deux, 
forme deux surfaces développables qui se ren- 
contrent à angle droit suivant la normale N, 
et coupent la surface S suivant deux lignes ^ 
qu'on nomme lignes de courbure de la sur- 
face S. Les tangentes aux ligues de cour- 
bure qui passent par un point d'une surface S 
ne diffèrent pas des tangentes dés sections 
normales, dont Euler a déterminé la po- 
sition^ par la condition que les rayons de 
courbure de ces sections fussent des rninima 
ou des maximay et qu'on a appelées par 
cette raison les sections principales de la sur^ 
face : elles sont aussi les tangentes des cour- 
bes de contact de la surface S y et des cylindres 
inscrits ou circonscrits à cette surface , en- 
gandrés par des droites qui leur sont paral- 
lèles. 

Les rayons de courbure d'une surface en 
un point déterminé de cette surface, étant 
les rayons de courbure des sections principales 
dont les plans passent par ce point , on les 
nomme encore rayons de courbure principaux. 
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Définition des Tangentes réciproques i^ une 

surface. 

ibo. Ayant mené dans un plan tangent à une 
surface , et par le point de contact , une droite 
quelconque £), le cylindre qui a pour arêtes des 
parallèles à cette droite tangentes à la surface , 
touche cette surface suivant une courbe que la 
droite Z>, menée dans le plan tangent, coupe en 
un point ^ la tangente à la courbe de contact en 
ce point , et la droite D comprennent un angle 
dont les côtés sont des tangentes réciproques 
cle la surface. Faisant tourner la droite D dans 
le plan tangent , le point de contact ne variant 
pas, Tangle des tangentes réciproques varie. 
On démontre que ces tangentes sont récipro- 
ques dans ce sens , qu'elles sont à-la-fois les gé- 
nératrices de deux cylindres tangens à la sur- 
face, et les tangentes aui courbes de contact 
de ces cylindres et de la surface. 

On s'arrête à ces définitions des rayons de 
courbure des surfaces, de leurs lignes de cour- 
bure et des lignes à tangentes réciproques. 
L'expression de ces rayons, les propriétés de 
ces lignes sont du domaine de l'analyse appli- 
quée à la géométrie. 



\ 
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Notes de M. Chastes. 

I. Une courbe à double courbure étant donnée, on sait^ 
( art. 56 - 57 ) lui mener des tangentes , qui sont Jes droites 
de la surface osculatrice de cette courbe (ait. 82). Coupant 
cette surface par un plan , et construisant les tangentes de la 
ligne d'intersection , un plan quelconque tangent à la sur- 
face osculatrice est déterminé par deux droites , Tune tan- 
gente à cette ligne et l'autre tangente à la courbe donnée. 
Oi* , ce plan tangient est aussi un plan oscillateur (art. 8a ) 
de la courbe; d'oii résulte une construction géométrique 
de ce plan autre que celle qu'on a exposée (art. 78}* 

II. Ayant constrmt les plans osculateurs d'une courbe à. 
double courbure , les normales à cette courbe , menées 
dans les plans osculateurs, forment une surface réglée 
(art. g4) ; considérant l'une de ces normales en. un point 
quelconque de la courbe, le plan normal au même point 
touche la surface réglée (art. 74), et le point de contact 
est sur la normale plane le centre du cercle osculateur. 



Note relatwe aux ariîcles (G^-Gf)). 

M. Lacroix a donné , dans un Mémoire présenté k l'Aca-^ 
demie des Sciences en 1 7^ , la solution analytique du pro- 
blème suivant : 

Une courbe quelconque étant tracée sur une surface dé' 
veloppable^ trouver ce qu*elle devient dans le développe-» 
• ment de cette surface^ et réciproquement une courbe étant 
tracée sur un plan , trouver ce qu*elle devient lorsqu'on 
enveloppe ce plan sur une surface donnée. ( Voyez sou 
Calcul différentiel ^ I*' vol., page 636. ) On trouve dans 
ce même ouvrage , page 660 , la question suivante : Étant 
données deux courbes , Vune sur un plan , Vautre dans Ves* 
pace, trouver sur quelle surface développable il faudrait 
plier la première pour produire la seconde. H* G» 
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APPENDICE 

Sur la Courbure des Surfaces^ 

I. 

I • L'équation la plus générale F{x^y^&)t=zo entre leâ 
trob coordonnées Xjjr,z d'un point de Fespace , exprime 
la nature d'une sur&ce et sa position par rapport aux plans 
des coordonnées. Faisant yarier dans cette équation les pa^ 
ramètres, et supposant la forme de la fonction £ constante^ 
réquationi^(ar^^, z) :== o représente utxe infinité de surfaces 
soumises à la même génération. La forme de la fonction M 
étant indéterminée^ il j a autant de classes de surfaces qu il 
y a de modes de génération , et chaque classe comprend une 
infinité de surfaces. Il n en est pas ainsi des formes des élé-* 
Inens de surfaces. Le nombre de ces formes n'est pas illi- 
mité } elles se réduisent ^ comme les courbes du second de- 
gré , h trois espèces seulement. La discussion de la courbure 
d'un élément de surface quelconque est ramenée à celle des 
équations des courbes du second degré, et dépend de la 
tbéorie de ces courbes. L^applicatlon de cette théorie ré<« 
suite immédiatement d'une relation très-simple entre les 
rayons de courbure de trois sections normales à une sur- 
face dont les centres de courbure sont sur la même nor- 
maie. 

5fc. La théorie de la courbure d^un élément de surface 
courbe est l'objet d'un Mémoire d^Euler ^ imprimé dans' 
le volume de l'Académie de Berlin, année 1760. Pour dé- 
terminer la courbure d'une surface quelconque en un point^ 
donné de cettq surface, Euler a supposé qu'une suite de. 

8 
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plans mènes par la normale coupaient la sarEace , et il a 
considéré les cercles osculateurs des sections normales aa 
point de la surface oti ils se croisent. L'ensemble de tous ces 
cercles forme une autre surface ; trois quelconques d'entre 
eux et les angles des plan^ni les contiennent, déterminent 
cette seconde surface. Les plans des deux cercles oscula- 
teurs , dont les rgi jops sont , ïxm un mt'nfmian , et rautre un 
maxirm^n^ ;9b$olu ou n^latif » se eoupçnt i ao^e droit. £n 
les supppS90l: coiuius , les rayons àe, tous \e% autres eerclei 
osculateurs sont déternuiDjés par Téquakion suivante : 

équation dans laquelle r et H sont les rayons minimum et 
Tnaxîmrim^ p le rayon de courbure dii cercle ou delà section 
normal^, dont I,e plan fait avep la section du rayon de cour- 
bure r l'apgle donné ^, ou avec la section du rayon de cour- 
bure il le coipplépient de cet angle A. Les sections normales 
des rayons de courbure r et il se noqiment sections princi^ 
pales. Les centres des cercles des rayons r et il sont déter* 
minés par l'iptersectiq^ d'une normale ^ la surface , et de 
deux au( res normales infîi^iment voisines de celle-là ^ menées 
dans les plans des spolions principales. 

On a supposé (sjf t. 99 jE^) (i) que les normales de ces sec- 
tions principales étaient en m^me temps normales de la sur- 
face } qu'une normale quelconque à une surface ne pouvait 
être rencontrée que par deux autres normales de la même 
surface , infiniment voisines de la' première. Les distances 

(i) Poor distingner les renvois aax articles de cet appendice des 
renvois aux Élémens de G^métrie qni le précèdent , nous ajoaterooft 
yoar €«i deruMrs 1« lettre fi aax nninéros des «rtieles. 
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des deux points de rencontre au point d^interseclion de la 
surface et de la première normale , se nomment rayons da 
courbure de la surface ; oa ses rayons de courbure prin," 
çipauoà. D'après cette définition, les sections principales en 
un point donné d'une surface sont celles dont les rajons 
dé courbure au même point sont égaux aux rayons de 
courbure de la surface : c'est dans ce sens que nous em* 
ploierons dorénavant l'expressiom de sections principales^. 
5. L'équation ( ^) ( art. a ) qui comprend la théorie de la 
courbure d'un élément de surface , peut se mettre sous la 
forme suivante : 

Lorsque les rajons A et r sont dis signes contraires ^ on a : 

aJîr 
^ ~ R^rJ^{RJ^r)cos:iA ^^ ^ 

Enfin, lorsque l'un des rayons principaux y R^ par exemple, 
devient infini , ce qui n'a lieu que pour les sur&ces déve* 
loppables , l'équation {A^) devient 

" I «4^ COS 2 A \ i 

Les trois équations ( A' ) ( A^ ) ( A'^ ) sont respective- 
ment les équations polaires de l'ellipse , de l'hyperbole et 
dé la parabole, en prenant pour pote, ou pour l'origine 
des rayons recteurs p , l'un des foyers de ces courbes du 
second degré, et pour l'angle de deux rayons vecteurs ^ 
un angle double dé celui qui est compris entre les plans des 
ceciions normales dont les rayons de courbure sont égaux 
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à ces rayons recteurs. (Voyez V Essai de Géoméerie ant^ 
Ijsiqiie de M. Biot^ no* iSy, i8o et 220 , édition i8i5.) - 

Quel que soit rélëmenl d'une surface, les rayons de cour^ 
l>ure des sections perpendiculaires à cet élément, ou, pour* 
abréger , les rayons de courbure de Vêlement d'une sur^ 
face , sont les rayons ?ecteurs de Tune des trois courbes du 
second degré. Il n'y a donc que trois sortes d'élémens d& 
surfaces , et la courbure de chacun de ces élémens ne dé^ 
pend que des deux'rayons de courbure principaux désignés - 
dans l'équation {A) par les lettres R et r. 

4* Lorsque Tune des sections normales a, pour le point 
de la surface que l'on .considère , un rayon de courbure in— - 
£ni> l'équation \A) devient > h cause de p == œ , 

-^ cos^ j{+ i sin^ Az=zo; 

équation qui ne peut avoir lieu pour des yaleùrs finies 
de A et r,que Ibrsqueces rayons sont de signes contraires ; 
auquel cas on a : 

/ang.Az=; K "7- 

Si l'on considère l'hyperboloïde h une nappe » on a pour 
chacun de ses points deux sections normales qui passent 
par deux droites de 3a surface , et pour chaque droite 
on a p =: 00 : or , ^ est l'angle de l'une ou Tautro 
de ces droites et de la tangeilte à la section principale 
du rayon de courbure r': donc , à Cause des deux va- 
leurs égales 4- ^ -^ de tang. A ,les tangentes aut secticms 

principales d'un tiyperboloïdeè une nappe divisent en deux 
parties égales les angles des deux droites de cet byperbo-. 
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laide (i) ; d'oii il suit qae^ pour toute surface réglée , lef? 
tangentes aux sections principales en un point quelconque 
divisent en deux parties égales l'angle des deux droites de 
l'fayperboloïde (art. 79 E') qni^ serait osculateur de la surface 
réglée an même point. 

Je vais démontrer que le tbéorëme d*Euler, compris 
dans l'équation (^A) , est vrai pour deux genres de surfaces ^ 
savoir, les surfaces de révolutioil et les surfaces développa-» 
blés. Je ne supposerai ni la connaissance du calcul différent 
tîel, ni celle de l'analyse appliquée à la géométrie. On admet-; 
tra senlement la notion de l'infiniment petit ou des limites, 
comme dans la Géométrie élémentaire; ensuite je déduirai 
du théorême^eMeusnier (art. 77 J&) l'expression des rayons 
de courbure des trois courbes du second degré , et la dé- 
monstration du tbéorème d'Euler pour les surfaces du 
même ordre. 

II. 

De la Courbure d'un ornent de surf ace, de révolution, 

5. Soit ^ J? ( pi. 2 , fig. I et 2 ) la courbe méridienne 
génératrice de la surface de révolution; AfJV l'axe de ré- 
volution. Ayant mené par un point quelconque A de cette 
courbe la normale A F ^ et la normale infiniment voisine 
B F j ces deux normales se coupent en un point F qui est 
le centre de courbure de l'élément A B de la courbe mé- 
ridienne. Sî>par la normale A F ou conçoit une autre sec- 
tion j4 C O dans un plan perpendiculaire a celui de ^ 
courbe méridienne , le rayon de courbure de cette section. 

"^^^^ — " ■ - - - .^ ■ ^ - _ ^ _ _ 

(1) Cette proposiùon est de M. Dapin. ( Vo^ez ses Dévcloppemenê 
de Géométrie , page 5a^ } 
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pour le point A sera la portion ^ O de la normale^ J?*, 
comprise entre le point A et l'axe de rëvolation M N. 
£n effet , le point A de la surface e$t sur un cercle du 
rayon A a perpendiculaire à Taxe M^H , dont le centre 
est le pied a de cette perpendiculaire sur L'axe. Or , les 
plans de ce cercle et de la section normale A C O passent 
par une tangente k la surface perpendiculaire au plan Af ^iV 
de la courbe méridienne : donc leurs centres de courbure a 
et 0( théorème de Meusnier , art. 77 £ ), sont situéssur la 
droite a O perpendiculaire ^u plan du cercle du rayon A a^ 
Cette proposition étant démontrée , conccYons par la 
normale B F une section B DPdwi le plan soit ^ comme 
jpelui de la section ACO ^ perpendiculaire aurplan méri- 
dien M AN ; supposons que la courbe méridienne A B ait 
tpurné autour de l'axe il/ iV d'un arc très-petit ^ Cou J?/* 
pour prendre la position CD, Puisque la normale B F 
coupe l'axe de révolution M JST au. point P , ce point P 
sera le centre de courbure dé l'élément B D delà section 
normale B DP. Les deux sections méridieunes M A Ni y 
M à N^et les deux sections normales A C O, B DP qui 
comprennent l'élément desurface^^CZ^, sont évidemment. 
les sections principales de cet élément rectangulaire , puis- 
que les normales de ces lignes aux sommets A^B^ C, D 
du petit rectangle A B C D sont en même temps .( art a) 
normales h la surface de révolution. Ces normales sont les 
arêtes d'un solide composé de deux autres solides, situés 
( (ig. I ) de côtés différens par rapport h l'axe, de révolu- 
tion MNf et du même côté de cet axe ( fig. 2 ). Le pre- 
mier /i B CD O P ala forme d'un coin dont l'arête P 
est sur l'axe MN ; le second est terminé par quatpe trian- 
f;les^ dont les plans se coupent suivant deux drqites^ l'une 
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' OP , dirigëe suivant l'aice M N ; l'autre suivant un petit 
arc Ff y perpendiculaire au plan de la courbe ibéridîenne 
M A N^ et par conséquent perpendiculaire à la normale 
A F O qui est dans le plafn de cette courbe» 

Ayant mené la diagonale ^ J9 de l'élément A B C D y 
proposons-nous de trouver le rayon de courbure de la sec- 
tion normale A D O F , dont le plan passe par la droite 
A U S ^ prolongement de la droite A D àe cette nou- 
velle section. La droite D Pféi^ni là normale à la surface 
au point 2> , la projection de cette normale sur le plan â.e 
la section normale' D AO sera (art. 4^ J^) I^ normale à 
cette section. Soit donc G la projection orthogonale du 
point/* sur le plan D A O , la droite D G coupe la nor- 
male A O F 9l\x point «> , centre de courbure de la section» 
normale D A O F ^,et détermine lei rayon de courbure 
^ &> de cette section au point A. 

Pour trouver Texpre^où dti rayon de courbure A ta^ 
nonounoDS R le rayon de courbure ^ J*de la courbe méri-, 
dienne M A îf, et r le rayon de courbure ^ O de la sec- 
tion normale dont le j^lan est perpendiculaire à celui de la 
courbe méridienne. 

Ltesdeux triangles semblables^ O C, J^O/" rectangles ^ 
en A elF ^ donnent la proportion : 

OÀiOFy.AC: Pfi oxkriR^ry.ACïFfszArC w-j' 

Le petit arc F /étant perpendiculaire à la droite AF^ il 
formersaveesa^rojectiôli FG %ûr\e )p\dnA F D ^ un trianv 
gle F/ GriEWtahgleeti G;etraûgte Ô\P/ dé cetriangle 
sera la mesure des angles compris entre les plans des sections; 
normales A O CF/et AODFGy dont la droite A O JF 
• est l'intersection eommune» 
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Soit A cet angle, on aura : > 

r 
Le triangle rectangle A CD donne i 

ADzzi :5. 

co,f A 

Comparant les deux triangles rectangles^ a» 2?, JP« Cr,^ 
on a la proportion : 

FG.ADv.fAF.u^A^ 

jDu mettant pour ces lignes leurs valeurs : 

j ^ {R — r) cosiA AC 
r cos A 

au faisant : «> ^ =: p , 

cos^A{R^r)ir:iR^ç:fy 
d'où l'on tûre rë<juatioi:^ de Fart. 2 : 

Rr 1 I j 

L'élément d'une surface de rëvolution devient Télëment 
d'une surface cylindrique lorsque la courbe méridienne 
est une ligne droite. La relation (>^a donc lieu pour les snr^ 
faces cylindriques comme pour les surfaices de révolution : 
ivous allons démontrer qu^^Ile est encore vraie ppur toutes 
les surfaces développables. 

X>e la Courbure d^un élémenl de suwface développable ^ 
et en particulier d^une surface cjrlindri^ue, 

6. Soient (pi. 2, fig. 3) MM\ m m* deux droites parai-* 
lèles et consécutives d'une surCsice ç^indri^ue; ayant m.en4 



denx plans parallèles et infiniment voisins , perpenclicu^ 
laites aux droites de cette surface ; soient MB et M' B^ 
les sections de la sarface par ces plans; les arcs égaux Mm , 
M' m! de ces courbes comprises entre les parallèles MM\ 
m m' déterminent l'éjément M mM' m' Ae la surface 
cjlindrique. On yoit que les quatre normales à cette surface 
menées par les sommets ilf , m , M\ m' des angles de l'é« 
lément sont les arêtes d'un coin dont la base est l'élément 
MM' mm' ^ et dont les faces égales O M M' ^ Omm' 
se coupent suivant la droite O O' parallèle aux droite»^ 
M M'j m m'. Les points O^ 0[ sont évidemment lescentres 
de courbure des petits arcs Mm, M' m'. 

Projetant la normale m! O' sur le plan de la section nor? 
ïna][e O M^ ♦ la projection orthogonale m' N' C rencon- 
tre la normale M O C au. point Ç, centre de courbure de 
l'arc M m\ Pour obtenir le point N* de cette projection , 
on remarque que les deux normales MÛ, M 'O' étant pa- 
rallèles., la seconde se projette sur le plan OMm' qui passe 
par la première , suivant une parallèle à cette première ; 
iVoù il suit qu!après avoir abaissé la perpendiculaire M' N^ 
du point M' sur i'arc Af m% la parallèle JViV' aux droites 
MO^M' O sera la projection de cette dernière droite sur 
le plan O M m' .donc si l'on prend NN''=iMQ—M'0'^ 
le point N' sera la projection du point O' sur le plan 
OMm'. 

Soient r et p les rayons de courbure des sections nor-* 
maies OMm, OM m') A l'angle des plans de ces deux 
sections , on a : 

Oit/=07ii:= 0'Jlf' = 0'm' = r}CM=p. 
îij^ triangle rectangle M M* m' étant divisé en deu:s(. au« 
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Ires triangles rectangles MM'N j If M' m' par la droite 
JTiVjOna: 

m' Nt=i M' I»'. cosAim' Mv=i -,. 

cos A 

Les deux trbngles semblables m^ M C, m' NN' donnent 
h proportion : 

ou M' m\ cosAiM'm' :; r : •, 

oa i?o^' -rf': I :: r : p; 

d'oii l'on tire : 

^ ï ï . ^ 

rt=iù cos^ A , ou -=s- coj* u«, 
«^ -^ p r ' 

résultat qa'on obtient en supposant R infini dans l'équa* 
tion(^} (art. a), 

p r /t 

Cette équation - t=3 - cos^ A mise sous la forme sui- 

Tante , plaa oommode pour la coaatraction gëomëtriqae, 

ne diffère pas de l'équation (-^'") (art. 5), 

a r 
p r=5 ' ' . 

i-f-coja^. 

7. Noos venons de démontrer que le rayon de courbure de 
la section droite d'un cylindre en un point de cette section ^ • 
est égal au. produit de deux facteurs, l'un le rayon de cour* 
bure d'une autre section normale- passant par le même 
point, et l'autre le carré du cosinus de l'angle que les plans 
des deux sections font entr'eux. Or , toutes les sections per- 
pendiculaires à une droite d'une surface développable quel- 
conque , sont de même courbure pour tons les points de h 
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droite 9 paisque cette droite est l'intersection des denxélé- 
mens plans consécutifs de la surface : donc on peatsubsti» 
tuer à la surface dëyeloppable le cylindre qui a pour sec* ^ 
lion droite le cercle oscolateur de l!nne qoekonqae des 
sectiooa de la surfiMse déreloppable , dont le plài^^s^ per- 
pendicalaire à la droite de cette- surface* I^oci il suit^crao 
pour un. point quelconque d'une surface développable , m 
r^jon de courbure de la section normale perpendiculaire al 
la droite qui passe par ce point , est égal au produit de deux 
facteurs , Tun le rayon de courbure d'une seconde section^ 
passant par la même normal^ que la première , et l'autre le 
carré du cosinus de l'angle que les pbns des deux sectiona 
font.entr'eux. * 

^ Puisqu'une surface déTeloppable- a- pour surfece oseola* 
trice suivant une droite , un cylindre droit, à b$ise cir« 

culaire» nous prouverons que l'équation -^=^- co^'jf 

a lien pour ce cylindre^et on sera autorisé a conclure qu'elle* 
a. également lieu pour toute autre. surface dëveloppable. Le 
cylindre droit :à base circulaire est un cas particulier des 
surfaces du. second degré, qui sont l'objet des articles 
suiyans. 

IIL 

J^es Rayons de courbure des courbes di^ ^second degri 
aux sommets des axes principaux de ces courbe^* 

8. Construisons les rayons de courbure d'une ellipse aux 
sommets du grand et du petit axe^ 

i"*. Du grand axe* 

Soit ( pi. a , fig. 4 ) «^-^ -^ 1^ demi-œrcle base d'un cy« 
lîndre droit; AB CD la section plane de ce cylindre qui 
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ooDlient le diamètre A B àa demi-oerde et Taxe O 0^ 
da cylindre. Un plan B F G conduit par la tangente au 
cercle au point B, perpendiculairement au plan du parallé- 
logramme A B CD^ coupe le cylindre suivant nne ellipse 
B F G. L*ellipse et le cercle ayant même tangente, le> 
eentre de courbure de Tellipse au point B , sommet dit 
grand axe B F, sera , par le théorème de Meusnier , la pr«>- 
jection b du centre O du cercle sur le plan de l'ellipse* Or, 
A B étant le petit axe de cette ellipse , et ^ F le grand 
axe , on a la proportion : 

BFiBAv. BO = —:Bb; 

2 

Ou faisant suivant l'usage BFz=i2 a ^ BA:si%b, I» 
rayon de courbure B bz=iRy 

b* 
aib ;t b; Rz=i --^ f expression connue. 

4 

2*. Construisons le rayon de courbure an sommet du 
petit axe. 

Soit ( fig. 5 ) ^ ^ £ une demi-elIipse dont AOelOE 
sont les demi-axes principaux; OOM'axe du cylindre droit 
qui a pour base l'ellipse j AB CD la section de ce 
cylindre dont le plan contient le petit axe ^ ^ de l'ellipse. 
Un plan B F G conduit par la tangente à l'ellipse au 
point B 9 perpendiculairement au plan du parallélo-» 
gramme A B CD^ coupe le cylindre suivant un cercle 
6i la droite B F est double de O JE. Or , par le théorème de 
Meusnier , la section normale BEA du cylindre , et la 
section oblique B F G ^ qui est un cercle dont le centre 
est en H , ont pour centres de courbure correspondans au 
point commun B , les points ^Tet ^situés sur une' droite Hb 
perpendiculaire au plan de la section oblique : donc si 



r 
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l'on tcompar&les deux triangles A S F^È6 H^ on aura t 

A b : B F \l B H'.B b, ou nbmâiant : 

ABjsA2.b^BF^!3L 0Ez=t2BHc=i2afB6:=iR 



a* 



o 
expression dé lAème forme que la précédente , et qui ap<^ 
prend que, le rayon de courbure au sommet d'une ellipse 
est égal an carré du demi-aie principal parallèle à la tan-* 
gente qui correspond à ce sommet ^ divisé par ledemise«« 
cond axe principal. 

Du Rayon de courbure de la parabole» 

,9. Soit ((îg.6,pl. â) un cône droit dont l'angle au sorbâiet 
iS est droit, et qui à pour testés égaux les droites SC^S D. 
Un plan B A mené par le point B de l^axe S B pérpen* 
diculaîrement au c6té iS 2> du triangle isocèle CS D ^ 
coupe le cône suivant une parabole dont le centre de cour-> 
bure en A est ( art. 5 ) le point B de l'axe. Nommons K 
le rayon de courbure A B pour ce point : 

HPt=iBC=iBDi=xRV^. 

Soit AP = o;^ on aura ; J? O rs a: K a . 
Donc: 

(Pil)»==:y»s JïP X P^=iî V^âx^ V^a:5=a JlaL 

Ainsi l'équation d'une parabole étant jr^ zspx^ etp 
son paramètre constant , on. a : 

z7=;a/î,ouJR=:^- 

a 

C'est-à-dire que le rayon de courbure de la pai:abole k 

son sommet est h moitié de son paramètre^ ^ 
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Du Rayon de courbure de Vhfperhole^ 

10. Soit Un cane droit (fig.7, pi. â) dont TaDgleau sommet S 
a poar côtés égaux les droites S C, S D. Un plan AF^ 
pefpendicalaîre an plan du triangle CSD^ coupe le cône 
droit suivaiit une hyperbole. La perpendiculaire ^ JB au 
côté S D coupé l'axe du cône au point B , centre de cour- 
bure de la section normale A B ; d'oti il suit , d'après le 
théorème de Meusnier , que le point i^de la droite C B D 
perpendiculaire à Taxe «S* ^ et au plan ÀF^ est le centre de 
courbure de l'hyperbole au point A, 

SohVansleFADz=zSAWz=:A;AF^R^ 

on aura: SF:s:Pp:z=: .. 

sin A 

A P étant une abscisse de l'hype Aole coHijitée du som- 
met A , Tordonnée cof respondanle P R est aussi colle da 
cercle eoMtroit aur .ff P Geotàme diamètre. Donc si i'oa 
fait AP:=zx^on aura : 

_ -^ xsînA 
GPçs» -,• 

cos A 

ùT IfP:!=9i^(Pp+QP)—GP:=:!iPpJ^ÙP; 
donc {PRy td; JttP X G />=: 7" » 

ou y= f -^Liuiiii:. 1 :fig!:^y 



^% ^^^ /"a il cos A X sin A\ 
^ sin A ^cosAj 



ou 



7"c=:2 RxJf^ 



cos A 
x^sùi* A 



cos^A 
Mais réqoatmi d'une bjperbole r^pport^ aat ttièmet 
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axes de coordonnées est, en nommant a et bseê mm 
principaux , 

y ' c=3 jc -f- ( 2 fl étant Taxe transversal ) ; 

a a* 

donc on a /{ es — ^ expression du rajon de courbure de 
Fhjperbole aux extrëmitës de Taxe principal et réel a a. 

IV. 

Des Rayons de courbure des sections normales d*une 

surface da second de^ré. 

Du Cylindre droit à base circulaire. 

II. Soit (fig. 8) ^i? C le cercle base d'un çylin-* 
dre droit u^jB CB'. Si par le diamètre AC àa cercle, on 
mène un plan A CD qui coupe le cylindre suivant Fellipse 
ACD j cette ellipse aura pour l'un de ses axes principaux 
le diamètre A CixL cercle , et la longueur de l'autre axe 
dépendra évidemment de l'angle des plans du cercle et 
de l'ellipse. Nommant A cet angle et 2 r le diamètre A C^ 

le demi-grand axe Dd de Tellipse sera , ; or , le 

cos A 

rayon de courbure de l'ellipse au sommet ^ ou C est (art. 8) 

1^^ : donc ce rayon a pour expression : 
Ad 



Kcos Aj cos ' 



ou 



A I + cos 2 A 

r 
IX'oii il suit qu'en nommant r le rayon de courbure d'une 
section normale perpendiculaire à une droite quelconque 
d'une surface déyeloppable ( art. 7 ) , et p le rayon de cour- 
bure d'une autre section normale dont le plan est incliné 
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pàt rajppdrt h délai de la première sectîoû a un angte ui^ 
on aura Téquation ( A**' ) de l'art» 3 j 

I -^ cas a ^ 

12. Lorsqu'ane ligne sera donnée par Tintersectioti 
de deux cylindres > on déduira de l'équation précédente 
le rayon de courbure en un point quelconque de la ligne 
d'intersection. En effet, la tangente à cette ligne ^ et la nor« 
male à l'un des cylindres, déterminent une section normale 
de ce cylindre y dont on trouvera le rayon de courbure par 
l'équation 

"^ î 4* cas 2 Jt 

Car dans cette équation , r est le rayon de courbure de la 
section droite dudylindre, et A est l'angle connu des plana 
qui contiennent les sections normales des rayons r etf. On 
aura de même pour le second cylindre : 

P T"^ I M I I I , I ■» 

*^ I + cosOkA' 

hes cercles de courbure et les rayons de courbure p et p' 
des sections cylindriques , sont les centres et les rayons de 
deux sphères 9 dont le cercle d'intersection est le cercle os- 
culateur de la ligne d'intersection des deux cylindres. 

On construira de la même manière le cercle osculateur 
de la ligne d'intersection de deux surfaces développables ^ 
en un point donné de cette ligne , lorsque les rayons de 
Courbure r etr' des sections normales à ces surfiicesy dont 
les plans sont perpendiculaires aux deux droites qui se 
croisent au point donnée seront connus. 
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Cothparaùon dés éîémens d'une surface quelconque à 
' Vélàmenù d'une surface du seco/id degré, 

i5. Lesï'ayons àe coarbure {)rîncîpaux A et r d'an élé* 
ment de surface étant donnée, on connaît une ellipàe ou 
une bjpërbole qui aurait ^ t pour l'un de ses axes princi-* 
paax, et pouk* secôUd axe principal une droite 2a^ telle 
que le rayon de courbure à rextrémité du premier axe 2 r 
soit égal à jR. On satiâfait à celte condijtion (art. 8 et 10). 
€0 supposant 

B = --f ou ^s= V Rr. 
r 

La cqturbe du second degré , qui à pour axes principaux 

2 r et 2 ^R r^étantconsidéréecomme la génératrice d'une 

ellipsoïde ou d'un byperboloïde de révolution autour de l'axe 

2 ^ Rr , un plan perpendiculaire sur le milieu de cet axe de 
réTolutîon, coupe la surface ^suivant un cercle du rayon rj 
À chaque point de ce cercle correspond un élément de sur-* 
face dont les rayons de courbure principaux sont évidem- 
taent A et r .; d'où il suit ( art. 3 ) qu'il y a identité entre 
cet élément et celui de toute autre surface qui a pour rayoniï 
de courbure principaux les mêmes quantités R etr. Si le 
rayonne courbure R est infini , rhypertoloide de révolu» 
tton devient un cylindre droit à base circulaire du di^imèr 
tre :2 r. n n'y a donc aucun élément de surface quvn ait son 
égal en courbure et en direction de courbure sur l'une des 
trois surfaces du second degré: ^ellipsoïde, Thypei^boldid» 
de ré voliAtioii^f et le cylindre droil; à base Qirculaire* 



X 
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De FBlUpsoîdc et de T Hyperboloîde de révolution. 

1 4. Soîl -rf ^ B (fig. 9 et ï o , pi. 2) la «ectîon méridienne 
généralriee de relHpsoide ou de rhyperboloide de rëvolu- 
lion • O le centre de cette section ; ^ O jB Taxe de rëvo- 
lutîon. Le ^\vû. E O F C mené par le centre O pcrpen- 
diculairement au plan du méridien A CB y coupe la sur- 
face suivant une ellipse JE O C\ qui a pour grand axe E j; 
et pour petit aïe une droite égale à 2 C O. 

SoitOiJ = ^, OÇ^i^^Btig\eCOF=J;Of:xzjri. 
Ff=x: considérant rellipsoide ( fig. 9) , on a pour l'é- 

quaiion de Tellipse A CB: 

h^ Y cos A 

^ ,*^ a* ^ ^ sm A 

donc x^ {a^ cos* A -^ h^ ^in^ ^)r=i à^ b^ sin^ A , 

cos * ^ \ x^ 

Mettant pour jj' sa valeur ; 

--— a a* h^ 

^ ^ a" cos^ ^ 4- ^ ^ J^r>* \A 
Le rayon de courbure de leUîpse JE Oi?' C îbu senamet C 

est î 

TTO^ CO ~a^cos^A + b* si/^'A^ 
nommant f ce rayon de courbure , on aura : 



a 



^ a*cos''AJ^ù^sfn*A 
.Les deux sections principales de rellîpsoïctè an point C 
«ont le cercle du rayon C O , et l'cUipse mé?îdieûne qui a 
pwur demi-axes principaux O u^ et OC. Nommant R 
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le rayt>n de courbure de cette ellipse au point Cj et r le 
demi-axe O Ct=:b^ on aura (art. 8 ) 

R=z—— t= — ; ce qui donne a» =: /{ r , et à cause 

équation d'Enler (a). 

pu trouverait par le même calcul ^ pour rfajrpcrbôloïde 

de révolution ( fig. lo ) , 

_. R^ ^ .ju^ 

^ Rcos^A-^rsin^Â ^ ^ 

- X 5. Puisque la courbure d'un élément de surface quelcon- 
que ne dépend, d'après le théorème d'Euler, que des rayons 
de courbure de deux sections principales^ il est bien évident 
qu'il n'y a aucune surface qui n'ait pour surface osculatrice 
en un point quelconque , ou un ellipsoïde de révolution , ou 
un hy^rboloïde de révolution, ou un cylindre droit (i)^ 
Les constantes nécessaires pour la déSnition de ces sur- 
faces osculatrices étant exprimées au moyen des deux 
rayons de courbure principaux d'une surface qùelcon-^ 
que «9 y toutes les relations entre ces constantes, qui ré-» 
«ultent des propriétés des surfaces du aecond degré , ex- 
priment d'autres propriétés plus ou moins intéressantes , 
relatives à la courbure de la surface S, Parmi ces 
propriétés , il en e$t une trës-remarquable , qui a été le 

— ■ Il ■ ■ I ■ 1 1 >■ I l 

(l) Mensnier / dans le Mémoire snr la conrbare des surfaces , In eu 
1^76 et pablië dans le^vDlume des savani étraugers , tome 1 , anne'é 
I785 y 9 f^u voir ga^on pouvait comparer tons les élëmens de surfaces 
à Télémeat de la surface du second d^gré , représetuce par Téquatioa t 



saîet d'an mémoire nouTellement pabUé (i). Un cylindre 
étant inscrit ou circonscrit à un hjperboloïde ou uo e11i[>.<^ 
soïde de réyolution, on sait que la courbe de contact de 
. €e8i surfaces est plane | et son plan , qui passe par le centre 
de la surface de rëyolution , est perpendiculaire au plan 
méridien parallèle à la droite génératrice du cylindre ; c'est 
sur cette propriété qu'est fondée la théorie des tangentes 
réciproques, que nou3 allons exposer. 

Des Tangentes réciproques sur un ellipsoïde ou un 

hyperboloîde de révolution. 

i6. Soit (fig. 1 1 , pi. 3) ABCD TelUpse, et ECF la demi-- 
byperbole qui tourne autour de l'axe A B pour engendrer 
l'ellipsoïde et l'hyperboloïde de révolution. Un cylindre 
circonscrit ou inscrit h chacune de ces surfaces la touche 
suivant une courbe. Pour trouver le plan de cette courbe , 
imaginons par l'axe A B ei par une droite parallèle à la gé- 
nératrice du cylindre un plan , et supposons que ce plan soit 
horizontal et celui de la fig. (11). 

00 étant la parallèle à la génératrice du cylindre mené 
par le centre 0,de la surface , soient HL et KM les deux 
tangentes à l'ellipie ABCD parallèles à celte droite OG^ 
qui touchent l'ellrpseaux points Hei K. Le diamètre HK 
est/sur le plan de cette courbe supposé horizontal , la trace . 
du plan vertical qui contient la couYbe de contact de l'el- 
lipsoïde de révolution , et du cylindre circonscrit à cet 
ellipsoïde^ dont la génératrice est parallèle au demi-dia* 
vaètre O G conjugué au demi-diamètre O H* Cette courbe 
de contact est une ellipse qui a potir grand axe la droite 

y ' ' . ' ' I ' 

( I ) Voye* page 4t des Dé^eloppemtM d9 Céaméiria , p*r 
M. Dapiq y P«rU , I0i3. 
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K OH^ et ponr petit axe une droite ëga!e aa petit axe CD 
de l'ellipse méridienne AB CD. ' 

Si l'on mène les deux tangentes à l'hyperbole VH%K^M\ 
parallèles à la droite OG, qui touchent cette hyperbole aux 
points K'y H\ le diamètre K* H' est ^sur le plan de cette 
oourbe, la trace du plan vertical qui contient la ligne 
de contact de l'hyperboloïdeet du cylindre circonscrit. Cette 
ligne est une ellipse qui a ponr grand axe la droite K* O H\ 
et pour petit axe une droite ëgale à l'axe transversal C D 
de l'hyperbole mëridienne AB CD. Cette propriété est 
une conséquence de la proposition démontrée dans ce traité 
des surfaces du second degré ^ page 25 1 ( Voyez aussi, la 
Géométrie descriptive de Monge^ art. ii8) >. <A qu'un cy- 
lindre ou un cône qui enveloppe une surface du second, 
degré , la touche suivant une courbe plane. *A 

Concevons maintenant que le sommet commun C de l'el- 
lipse et de l'hyperbole ait tourné autour de l'axe AB d'ua 
qaart derévoluiion^ et désignons-le dans sa nouvelle position 
par la lettre C . Le plan tangent au point C de rellipsoïde 
ou de l'hyperbôloïde de révolution est évidemment paral- 
lèle au plan du méridien {ABCD). Une parallèle & la droite 
G y menée par le point C, pourra être considérée conimela' 
génératrice d'un cylindre circonscrit à l'ellipsoïde ou ins- 
crit à l'hyperbôloïde ; or, les plans A"^ et K'H'des cour* 
bes de contact de ces.surfacesy coupent le plan tangent en C' 
suivant des parallèles aces droites KffeiK'H' : don(^- 
ces parallèles sont des tangentes aux courbes de contact. 

Maison considérant A^^ comme fa parallèle à la généra- 
trice d*^nn cylindre circonscrit à l'ellipsoïde de révolution , lâv 
droite de ce cylindre et la tangente à lacourbede contact qui 
se croisent au poiat C^ seront respectivement paflillèles aujt 
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àroiiesKIfet G'G: donc Tangle de ces deox diamètres con<« 
juguës de Tellipse gënëratrîce de l'ellipsoïde de rëyolutîoA 
sera l'angle des tangentes rëciproques de la surface. Elles 
sont rëciproques dans ce sens que Tune des tangentes ëtant 
la génératrice d'un cylindre quienreloppela surface, l'aotre 
est la tangente à la courbe de contact de cette sur&ce et du 
cjlindre. Par la même raison , les diamètres conjugues K'M* 
et G G' de l'hyperbole ECFE' DP' sont parallèles è deux 
tangentes rëciproques menées par le point C de Thyper* 
boloïde de révolution. 

Du plus grand angle des tangentes réciproques en un 
point quelconque du cercle de V ellipsoïde de révolu» 
tion , dont le plan passe par le centre de cet ellip» 
^oïde (i). 

17. Soit AC B {fig, 9) l'ellipse méridienne dont le plan 
est perpendiculaire au rayon du cercle de l'ellipsoïde qui 
passe par le point donné de ce cercle* 

On sait ( Voy . Essai de Géométrie analytique de M. Biot, 
5< édition de i8i5y page i65) que parmi toutes les coI^des 
menées des extrémités^ et.fi (ûg. 9) de l'axe principal AB 
d'une ellipse , les cordes égales ACeiBC sont celles qui 

(i) M. Monge avait fait usage de la propriété des tangentes conja* 
gu^es pour tronver , i^ les directions des tangentes des lignes de coor* 
bare d'une surface quelconque (^ Voyez sa Géométrie descriptive , 
art. 120) î 2^ les e'qnations des lignes qu*Sla nooamées caractéristiquû 
cl trajectoire ( f^ojrez son Analyse appliquée k la Géométrie , édition 
de 1 809 , page 375 ) \ mais M. Dupjn est le premier qui a démontré 
que les couples de tangentes réciproques en un point d^une snrftco 
quelconque ctaicni parallèles à d^antres couples de diamètres cou- 
jugués d^one courbe du second degré ( Voyez ses Développemens de 
Géométrie > ^age 4? )• 
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eomprennent le plus grand angle j et qu'elles sont parallèles 

Ji deax diamètres conjugués égaux ; d'où il suit qae de tous 

les angles formés par les couples de diamètres conjugués , 

le plus grand est égal à celui des diamètres conjugués éjgaux, 

ou à Tangle A CB.luià tangente de Tangle de chacun de 

A Q 
TO8 diamètres avec Taxe CO est évidemment -—- , et 

l es rayons de courbure de Fellipsoïde au point donné 

{AO\^ 
aont (artS) : -7077" ^^ ^ ^* ^^ ^^^ Homme (ses ray^i^ da 

comi^art R et r, on aura : 



"_— ^t=SjB, COssirj^O «riï r, et par eonséqueat 

Mnt t^S^ 3 1 ^O \/r 

u«cJr=: }r Rr: donc la tangente -r--- =: r -— . 

° CO r 

Ainsi , l'angle des tangentes réciproques en un point du 
cercle donné sur rellipsoïde de révolution , est un maxi^ 
fnum y lorsqu'elles font avec la tangente au cercle mené 
par le point donné un angle dont la tangente trîgonomé- 

trique est : ^^> ou V il ^ d'où il suit que le plus gi«&d 

angle de ces tangentes réciproques, qui est double de 
i angle précédent , a pour tangente trigoàomélrique , ^ 



v^ 






r 



m m ■' ■■ 



{r) On obtient lo même, méspli^t f>af 1« cdcol differeatiel ( F'oyi 
te BuUetin de laSociété Phlonuitique , année 1816, page i65 )• 
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à caase de la formule connue : 

/ I JLN tang.a^tang.b 
^ ^ 1 — tang.atang.h 

De V Angle des tangentes réciproques enunpdni donné 

d*une surface quelconque. 

i8. Supposons que les rajons de courbure de la surface aa 
point donné soient connus et désignés par les lettres il et r • 
On regardera ce point comme appartenant au cercle d'an 
ellipsoïde de résolution , dont le rayon est r, et dont l'el- 
lipse méridienne a pour axes principaux 2 r et 2 K £ r. 

Le rayon de courbure de cette ellipse è rextrémité de 
Vvf^f^ a r, ser^ (art. ^ 5)' égal ii A. L'ellipsoïde sera (art« i4) 
osculateur de la surface au point donné , et tous les couples 
des tangentes réciproques seVont parallèles ii deç. couples 
de diamètres conjugués de Tellipse méridienne» 

Or , en nommant 2 /z et 2 & les axes principaax dNxne 
ellipse \ T et T\ les tangentes trigonométriques deç apglea 
que deux diamètres conjugués d'une ellipse font avec Taxe 
d ^ , on a ( Traité des Surfaces dn second degré ) (i) s - 



»«■ 



(i) VoY,y p. a55 de ce traité^ les é^putions (1) ec (^) ^ elles donnent : 
Sabstitaant la Talenr de''-â , dans PëqnStîon (4) y on s; ; 



é:' 



(<t*5in^^— .^^cosA/S) $vnACOi<L . ^ ^ 

h^ cos^ 4 — a* «m* « 
oii(a^ «ia A «in ^8^6^ ûos ctcoê0) (00s «tsinfi — si/i« co«)8} =0 ^ 
<^tt a^ to/i^. « teng* /l -f» 6' ss o« 



rTi 



\ 
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Or 9 clans Tellipse génératrice de l'eUipsoïde ^ 

, ^':=r» et a*:=sRr; 
Donc on aura: 

yar'r*4-ilr=:o,ou rT' = — -. 
La tangente de l'angle de deux tangentes réciproques est : 

r 

Lorsque cet angle est un maximum, il a ( art. 17 ) pour 

, 2t/57 
tangente, ■>• , 

î)es Rayons de courbure des sections normales doni 
les plans passent par deux tangentes réciproques. 

19* Soient A et A' les angles que les deux tangentes ré- 
ciproques font ayec la tangente à la section principale du 
rayon r; p , p' les rayons de courbure des sections normales 
dont les plans passent par les tangentes réciproques \ on 
"a par le théorème d'EuIer : 

}^^L.cos-A^^sin^A, {A) 

|, = ^coj'^'+^^,V^'; (a) 

p r - XL 

«t parce que les tangentes sont réciproques ,on a (art. 18) : 

Jf? 

tan§. A tang. -^' c=3 {b) 

r 

. Des équations {A) , {a) et {b) , on tire : 

Rr ,_ Rr 

^^ Rcos^A+rsin^A' ^ ^ R cos- A'+ r sin^ A' 

.^„^ ^,_^ ^RcosA 
tang. A' es ■■ — 7—- 

rsinA 
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Les formules de trigonométrie donnent : 

1 4- ^^«ér. A! I + ^/2«gr.» -/i 

R'cos^A+r'sin^A 

, ., r^nn'A 

cos'^Ai 



' R^cos^'A+r^sin^A 
Substituant ces râleurs dans ceUe de / 1 oa a*? 

^ ilr' JzV^4-il» rcos^'A jR cos"" A^r sin'' A 

, , Rr{sm^A+cos^A) + R^cos^A+r^sùf:^^ 
^^^ Rcos^A + rsm^A 

R (R cos^ A+r sin* A) + r{Rcos'' A+rsin^ A) : 

JJ3Î! I II ■» Il ■ I ■■ I ■ n ■ ■ I I I I I II I — ^— ^H»— — »»^^^M»^i.^p4»»^l»— 

R cos^ j± J^r sia* A 

donc p -f* p' =^ ^ + '^ ** ' • W 

c'est-à-dire que la somme des rayons de courbure p et p' des 
sections normales dont les plans pas^ot par deux tangentes 
réciproques , est égale a la somme des rayons de courbure 
principaux de I9 surface qui ccMrrespondent au point de con- 
tact de cette surface et des tangentes. J^ous nous serrirons 1 
de cette propriété (i) pour construire fangledes tangentes 
réciproques en un point donné d'une surface. 

Des Rayons de courbure des sections normales dtuhâ 
surface dont les plans sont perpendiculaires ent^reeux. 

20. Soient^ p et p' les deux sections nonnales dont les 
plans sont perpendiculaires entre eux. 

(i) Cette propriété, trou vc'e par M. Dopin, a M publiée en 1806 dam 
la Correspondance sur V École Polytechnique , iome 1*% page i84« 






Oa a , par lè théorème d'Euler : 

— :=3 —cos^ A-^—^z sîrû A (A) 

p r ' jti 

—7=: — JiV A^-^ cos* A. 
' Ajoutant ensemble ces Jeux équations , on a : 

c'est-à-dire que la somme des rayons Ae courbure de 
deux sections normale^ quelconques en un point délerminé 
d'une surface , est égale à la somme des rayons de cour- 
bure prîncipaax de la surface au même point. 

Lorsque deux cylindres doiit les arêtes sont perpendi- 
culaires entre ellek se pénètrent^ il peutarriyer qu'ils aient 
même plan tangent en un point de leur ligne d'intersection. 
Si Ton nomme r et r' les rayons de courbure des sections 
droites des cylindres pour ce point de contact 7 p le rayon 
de courbure des sections normales aux deux cylindres 
dont le plan passe par la droite qui touche la ligne d'inter- 
section au même point ; p' le rairon de courbure de là 
ligne d'intersection ; Q l'angle du'plaa osculateur de cette 
ligne et des sections norn^ales dttr^on p, on aura ( art. 7^ E) 

pour chaque section normale : p = ^ ^ et art. 1 1 : 

— s=: — Cos^ A,; — es — > sin.^ A , 
p r e r^ 

f 

d'où, l'on tire cette relation : p 5=3 r + r' ;=3 — — ;• 

^ ' cos 9 

Lorsqu'on projette une courbe quelconque orthogonale- 
ment sur deux plans rectangulaires qui passent par le rayon 
de courbure de cette courbe ^ les droites qui la projettent 
appartiennent h deux surfaces cylindriques dont la courbe 
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projetée est l'intersection , et qui a pour sections droites 
les projections de cette courbe. Le rayon de courbure de 
la courbe ëtant dirigé suivant une normale aux deux cj" 
lindres^ ces deux surfaces se touchent au point de la 
courbe que l'on considère. Dans cette hypothèse, on a p=:p' 9 
vos £=: I , et Fëquation précédente devient : p ==t r-^ r'; 
relation que M. Dupin a démontrée ( page 88 de ses Déve^ 
loppemens de Géométrie) : elle exprime que le rayon de 
courbure circulaire d*une courbe est égal à la somme des 
rayons de courbure des deux lignes qu'on obtient en pro- 
jetant cette courbe sur deux plans rectangulaires parallèles 
au premier rayon. 

Construction géométrique des rayons de courbure âes 
sections d^une surface dont les plans passent par un 
. point donné de cette surface. 

« 

21. Le théorème d'EuIer (^) donne les rayons de cour-* 
buce des sections normales d'une surface en un point donné 
de cette surface ; et par le théorème de Meusnier ( art. 
77 E.) y on en déduit les rayons des sections obliques dont 
les plans passent par le même point. 

Le premier théorème , exprimé par l'équation 

^t=i^cos^A^^sin^Aj ' (A) 

p r R ' 

fait voir que tous les rayons de courbure p des sections 
normales correspondantes aux angles donnés uf, seront dé- 
terminés^ 

i<>. Par les rayons de courbure R et r de la surface ,. au 
point donné sur cette surface ; 

2**. Par l'un des rayons de courbure principaux jR ou r , 
et par un autre rayon de courbure p' , correspondant h un 
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a«gle déterminé A* , de telle manière que le rayon prînci* 
pal inconnu , R par exemple , soit donné par l'éqaation 

— :=: — coj» -^' + -^ sin^ A' ; 
p /* /i 

5^ Par deux rayons p'> p", correspondans aux deux 
angles donnés A* , A" , en-sorte qu'on ait pour dé termi- 
ner R et ries deux équations suivantes : 

i. p= - co*» ^'4-4 •fw* ^' f 
or si 

i^= -L cos^ A" + 4 Jï«'^"; 
P /■ , jfi 

4*. Enfin par trois rayons donnés p' , p" , p'" , correspon- 
dans aux trois, angles A ^ A^,A" ^ dont on connaît seule-^ 
ment les différences A* "-^ A ^ A" *- ^ , auquel cas on a 
les trois équations 

-7 s=: — cos^ A^-rzr si/i* A , 
P r ^A 

p r ' /£ 

Au moyen de ces trois équations y on calculé les rayons 
de courbure principaux il et r , l'angle ^ ^ et les angles 
A\ A^y qui différent du premier A de quantités connu es r 

Ce dernier cas est celui que nous allons d'abord exami-^ 
ner , et il sera facile d'y ramener les trois précédens. 

PROBLEME. 

« 

22. Connaissant les rayons de courbure de trois sections 
normales d'une surface en un point donné de celte surface, 
et deux des trois angles que les plans de ces sections fout 
entre eux , trouyer la COurbe du second degré ^li est 
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On aarâ donc pour rayons de courbure principaux de Té* 
lément de surface ^ ou pour rayons de courbure de la sur^* 
face au point que Ton considère, les droites FSelFs^ 
que nous ayons toujours désignées , dans cet appendice f 
par les lettres r et R. Il est bien évident que si ces deux 
rayons sont connus on a ^ pour construire la^courbe du se- 
cond degré , les deux foyers et la longueur de l'axe prin- 
cipal sur lequel se trouyent ces deux foyers. 

Cette courbesera encore déterminée lorsqu'on aura 
(a** cas, art. 21 ) l'un des rayons principaux y F S , par 
exemple y un autre rayon FM et l'angle S F M de ces 
deux rayons; car on aura pour déterminer un point K de 
la directrice , les proportions suivantes : 

FS:FM;:SA:MG V.KSiKM^ 
MG^SAxSA llKM^KSzJCS} 
Donc; KSxsSA><,SM : M G-^SAÊ. 

Connaissant le point JiC , la perpendiculaire K A abai$« 
sée de ce point sur le rayon douQé JP«S, sera la directrice. 

Le troisième cas ( art. 21 ) à considérer est celui o& Ton 
donnerait les deux rayons de courbure F My F m et les 
deux angles M F A , m FA , qu'ils font ayec le rayon prin- 
cipal F S perpendiculaire à la directrice K H. On aurait 
dans ce cas les proportions suivantes : Fm\ FM \ : mg : MGf 

ce qui détermine un point G de la directrice , et par coU'- 
séquent la directrice QAK perpendiculaire au rayon 
principal dont la direction est connue. 

Enfin le caa le plus simple et le premie/^ ( art. 21) serait 
celui ou l'on connaîtrait les deux rayons principaux F S 
et F s y représentés par les lettres il et r; on aurait fe 



feyer et. te grand axe d*ane section conrqae , pour eons« 
traire cette section ; ce qui ne présenté aueone difBettlté. 

2^. Supposons que les deux rayons dé courbure donnés 
( S* oas , artb 25) correspondent i deux tangentes véorpro-^ 
(p^ c'ëst-à-dlre, que ces rayons appartiennent aux see- 
iioQS normales qui passent pat les tangentes réciproques^ 
(art. 16);. l'un de ces rayons étant F 7n( fig. 12) ^l'antre 
iera nécessairement d^xne longueur égale à mf^ telle quela 
lomme de ces rayons on leuc déférence est ^ale (afrt. 1 9) à l»^ 
tomme jPiS -f- Jf'^ , ou S la différence Fs — P^. Où con* 
ialt par hypothèse Fangle SFm du rayon principal FSy et 
ia rayon Fm :■ donc si du po4nt m comme centre arec m/ 
fwxtrujom^ >en.déerit vm arade cerisle qui coupe W droite 
FS au point y^ on connaîtra les deux foyers JPy/et l'axe Ss^ 
de Iffnoikiid^ ^ ms* 

Si Vont donnait les deux gayons> priagipam FS»Fs et 
«a sa^on qM^t^Bq«ie f^meorrespondani à l'une dias tan-^ 
gefttfis iBétàgtfHj/Hfi^^ y mf serait: le. vayon CQO'respondant à 
ïaoïtn^ tangent^ le point m^ extrémité d'une droite F m^ 
jgate et parallèle à m/appar tiendrait a la courBe S m s^ et 
h moitié d^Jangté mi'Vrz' serait égal à Tangle des tan- 
gentea^cééiproqnes. 

' ^5: Eersqâe'^ ies^ deux rayons de courbure donnés ( 5* 
€aSi art.: aS);appartlennent iudes sections normales dont les 
plans sont perpendiculaires entre eox^ Tua de ces rayons. 
F m ( fig^ ;iat),.. faisant ayec^ le rayon principal l'angle 
donné S J^m^^ l'autre est F rri* dans le prolongement 
iu premier , puisque dans cette courbe Sms , l'angle de- 
deux rayons yecteurs est douille (art. 5 de l'Appendice } Je 
Tangle des sections normales dont les rayons de eourbure^^ 
Kmi égf»ix axes rayons vectenra. On aura donc pour dé^ 
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terminer «a pmnt ZT de la directrice tor le prclongement: 
de h droite m F ni\ les proportions, taivantes :. 

Fm — Fm^^FmilLm—LmfiLm:! ^ '*"* 



Fmw^Fm^ 

TuA perpendîcnlaire L JST abaissée d'un point L sar !£ iS^ 
est la directrice de la courbe S m s. 

26. Conclusion. Soit un ellipsoïde de révolution cscu-^ 
kteur d'uue surfisice quelconque , dont Tellipse génératrice a 
pour axes principaux 2 a et a 3 ( le premier a a étant dirigé 
suivant Taxe de révolution)* Les rayons de courbure prîa-^< 
cipauz ii et r de Tellipsoïde ^ en un ppint quelconque da 

cercle du rayon 6 j sont (art. iS) t- et i , en sorte qm'on a a 

Ji = 7- » r=r b j et par conséquent a ;s: r JS r, £=sr. 

Les sections normales dont les plans passent par le même 
point de ce cercle > ont des rayons de courbure qui sont 
les rayons vecteurs d'une elKpse dont les deminixes prin» 

çipaux a' , V sont respectivement égaux h V lir et -■ '' * 

Lorsque l'un des rayons de courbure principaux, r par 
exemple , est négatif , cette ellipse devient une hyperbole 
dont Taxe transversal et réel est égal à A — r. Taxe ima-^ 

ginaire étant aV — An La grandeur et ta direction des 
rayons de courbure principaux A et r en un point déter-^ 
miné d'une surface quelconque , déterminent donc l'eDij^-^ 
soîde ou l'byperboloïde osculateur au même point. 

FIN. 
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AVANT-PROPOS. 

fjfETTK seconde partie ded Eléments de gëomë*» 

trie à trois dimensions traite de la Ligne droite^ 

du Plan et des 'Sur£aces du second degré. L'in^ 

trôdtiction à l'Analyse d'Enler , pnUiée en 1 748, 

tx>iitîent la discussion de lequation générale du 

second degré 3i trois v^iables y et la division des 

surfaces du second oxdre en six genres. JTai fait 

voir ( année i8ot . 1 1« cahier du Journal dç TEcole 

Pbtjtedinique ) qu*il y avait seulement cinq es-^ 

pèces de surfaces du second degré ^ que j'ai nom^^ 

tnées : éUipsoïde, hjrperboloïde à une nappe j hj-^ 

perbolcSde à deux nappes ^ paraholoïdes elliptique 

tt hjrp^bbUque. En i8i5, faî publié le Traité 

ides surfaces du second degré , qui fbrnie la se- 

txmde partie de ces Eléments , ûuvrage dans le^ 

Hquel j'avais ï*éuni plusieurs articles pukKés dans 

îa Correspondance sur l'Ecole Polytechnique , et 

lâans la Mécanique de M. Poisson. On trouvera à 

' la fin de Cette seconde partie des exemples de là 

discussion des équations numériques à trois va^- 

riables, qi^e M. Ghàsles a eu la complaisance dé 

Calculer , et de plus un théorème sur les projec- 

. lions stéréographiques qu^il m^a aussi commu-- 

Axqué. 
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Oq a suivi dans cet ouvrage la méthode àei 
géomètres modernes y principalenient connue 
sous le nom de Géométrie analytique. Cest 
d après cette méthode que les derniers traités deâ 
courbes du second degré ont été rédigés. Les 
Grecs avaient cultivé une autre branche de con^r 
naissances mathématiques qu'on appdle actuelle- 
ment Analyse géométrique; un célèbre physicien 
et géomètre anglais y M • Leslie ^ en a fait l'objet 
de la seconde partie de sesEléments de Géométrie 
plane {Vàjréz la2« édition, Edinburg, i8ii). 
Ces Eléments sont divisés en trois parties: la pre^ 
mière traite de la ligne droite et du cercle dans 
un plan , et la troisième comprend la trigonomé- 
trie plane. L'auteur regarde ï analyse géomé^ 
trique comme un excellent traité de logique y et 
il reproche aux géomètres du continent de l'avoir 
trop négligée. L'histoire nous apprend qu'on 
Tétudiait avec beaucoup de soin dans les anciennes 
écoles grecques y et qu'elle se composait des huit 
sections suivantes, dont M^ Leslie rapporte les 
titres tels que Pappus, géomètre du milieu du 
quatrième siècle après J.-C. y nous les a transmis* 

i^^ Section. Données. Un seul livre ,très-étendu 
et ne contenant que des propositions très-simples., 

2« Section. Rapports* En depx livres. On y 
considère des droites données dans un plan; 0(\ 
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les suppose coupées par d'autres droites dont la 
position est détenniaée par les rapports des par- 
ties interceptées : c'est ce qu'on appelle actuelle- 
ment théorie des transversales, des lignes harmo^ 
niques, etc. , 

3« Section. De F Etendue. Ce livre manque ; il 
en reste à peine des vestiges. On croit , d'après 
quelquies idées de Pappus, qu'il s'agissait^ au 
moyen de deux droites et de leurs transversales , 
de construire des polygones dont l'aire fut égale 
à un rectangle donné. 

4® Section. Déterminées. En deux livres , qui 
sont aussi perdus. 

5® Section. Inclinaisons. En deux livres. On 
proposait de mener par un point donné et entre 
deux droites aussi données y une troisième droite 
d'une gifâhdeur connue. 

6« Section. J9e5 Tangentes. En detii livres, dont 
on n'a conservé que quelques lemmes. On y trai- 
tait des contacts des cercles. Les solutions de ces 
problèmes ont été retrouvées par Viete, géo- 
mètre de la fin du i6<> siècle. 

Ces six premières sections sont de l'invention 
d'Apollonius dePerge, géomètre qui flqrissait 
l'an 244 ^vant J.^. 

7« Section. Des Lieux géométriques plans. En 
4eux livres. Elle a pour objet de déterminer dans 
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q«el&cafi un poiatmoMe décrit »«» j • 
»• Section. ^4^1 Pxisow. En ù»!. |- 

'"««for, rf«p„' „ éSeL? ^^ " 
■ au com.e de Sul^ ^'^ '^ ^"T*, .» fr<A 

'» que »o„. »ons ■&£ •r*''^- <^« • 
fo» demonu^. d.^ ."^-^ ^^ *"''>■« 

«ou de, »XrS7;±''r;**«^î'^ 
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APPLICATION 



DE L'ALGÈBRE 

A LA GÉOMÉTRIE. 



CHAPITRE PREMIER. 

I}es Coordonnées à^un point , des 
Equations de la ligne droite y et du 
Plan. 



t . Oi^ sait comment on détermine la position 
d'un système de points situés dans un plan. 
Ce plan étant supposé fixe , on y trace deux 
lignes droites qu'on nomme axes des coor- 
données 9 et on considère chaque point comme 
le sommet de l'angle d'un parallélogramme 
formé par les axes des coordonnées , et par 
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des parallèles à ces axes j la longxieur et la direc- 
tion des côtes de ce parallélogramme, déter- 
minent la position du point. C'est par une mé» 
ihode semblable qu'on fixe la position d'un point 
dans l^espace. On conçoit trois plans invaria- 
bles , qui se coupent suivant trois droites qu'on 
nomme axés des mordonnées , et on considère 
le point donné comme le sommet de l'angle 
d'un parallélipipède qui a pour diagonale la 
distance de ce point à l'origine des coordonnées, 
et pour arêtes des droites parallèles aux axes 
des coordonnées. La direction et la longueur 
des arêtes du parallélipipède , qui aboutissent 
au point donné , déterminent la position de 
ce point dans Tespace. 

a. Les trois plans des axes des coordonnées 
qu'on nomme simplement plans des coordon* 
nées j divisent l'espace en huit régions. Les 
mêmes valeurs absolues des trois coordonnées 
d'un point correspondent à Tune ou à l'autre 
de ces parties de l'espace. En effet , soient 
x y j-, Zy ces valeurs absolues , on aura d'abord 
les quatre combinaisons suivantes : 

Et en changeant les signes de ces premicres 
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eombinaîsons , on aura les suivantes : 

5«; — 0?,— y,— ^; 6^ — jt,— ^,+4P> . 

Les points symétriquement placés par rapport 
à Forigine des coordonnées , sont situés sur 
«ne droite passant par cette origine ; ainsi la 
première et la cinquième combinaisons corres- 
pondent à deux points symétriquement placés : 
il en est de même des points des deuxième 
et sikieliae combinaisons , des troisième et sep> 
tième , des quatrième et huitième. 

5. Les plans fixes des coordonnées sont ou 
inclinés ou perpendiculaires entre eux. Lors- 
qu'ils sont rectangulaires ^ un point a pour 
coordonnées les perpendiculaires abaissées de 
ce point , sur les plans des coordonnées ^ ou 
les distances de ce point à ses projections or- 
thogonales sur les trois plans fixes. 

Quelle que soit la direction des axes des 
coordonnées , en nommant a , b ^ c les coor- 
données d'un point parallèles k ces axes, les 
équations du point sont : 

Les plans menés par un point donné perpen- 
diculairement aux axq; rectangulaires^ coupent 
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ces axes en trois points dont les distance^i 
à Forigine des coordonnées , sont égales aux 
coordonnées du point donné. Chacun de ces 
trois points est la projection du point donne 
sur l'un des axes rectangulaires. 

4- Si Fou n'a quune seule équation entre 
les trois coordonnées d'un point , la position 
de ce point est indéterminée , et le lieu de tous 
les points , dont les coordonnées y satisfont ^ 
est une surface dont cette équation exprime 
la nature. 

Si l'on a deux équations entre les trois coor« 
données d'un point , la position de ce point 
est encore indéterminée ^ le lieu de tous les 
points qui satisfont à ces équations est à-Ia- 
fois sur les deux surfaces quelles représentent; 
ce lieu est donc la ligne d'intersection des 
deux surfaces. 

Il suit de là qu'une ligne donnée dans l'es- 
pace est représentée par deux équations entre 
les trois coordonnées d'un point de cette ligne, 
fet une surface est représentée par une seule 
équation entre les trois coordonnées d'un point 
de cette surface. 

6. En géométrie, la méthode la plus générale 
par laquelle on détermirib la position d'un point, 
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consiste à regarder ce point comme Tinler- 
section de trois surfaces courbes : dans l'analyse 
appliquée à la géométrie , on suppose toujours 
le point donné de manière que les trois surfaces 
dont il est l'intersection , se réduisent à dès 
plans, ou à des sphères, ou à des cônes droits^ 
comme on le verra à l'article relatif à la trans- 
formation des coordonnées. 

Dans les paragraphe suiyans , on supposera 
les trois axes des coordonnées a: , j- , a per- 
pendiculaires entre eux ; par axe des a: , des 
jr ou des z, on entendra l'axe parallèle alix 
oc , aux jj aux z j on désignera chaque plan 
des coordonnées par les deux lettres qui ex- 
priment les valeurs des deux coordonnées 
auxquelles ce plan est parallèle. Pour désigner 
un point dont les coordonnées sont x^^j^y z^,, 
on écrira «le point a:',j*', z^, » 



S n. 



i ' r 



' X ' . > . 



Des équations de la ligne tbviie. 



• . * 4 
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6. Les équations d'une : ligne droite, située 
dans Tespace , expriment la relation qui existe 
^ntre les coordonnées x ^^ yy% d'un point qiiel-» 
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conque de cette droite. Uayant projetée surj 
les' plans des acz et des jz , ses projections 
sont d'autres droites qui ont pour équations : 

(l) dp = 0Z -f- M, 

entre lesquelles éliminant z , l'équation résul- 
tante en X et J'y 

(S) hx '^ ay = ba — a/8 , 

appartient à la projection de la droite sur le 
plan des ay. 

Des quatre constantes a, b, a, ^j deux aet b 
éont les tangentes des angles que les droites 
des équations (i) , (2) font avec l'axe des z ; 
« et jd sont les coordonnées du point oii la 
droite donnée coupe le plan des xj ; point 
pour lequel on a z=o. 

Deux quelconques des équations (i) , (2), 
(3) entre les coordonnées ^ , j^ , ^ d'un point 
d'une droite donnée , sont les équations de 
cette .droite. .. .. 

Faisant successivement a:=:o, y=ro, dans 
ces équations , on aura , pour les coordonnées 
du point oii la droite rencontre les plans des 
2^9 et des xz y , 
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i\ rtr;-. , y:=:i 1- i« , pour Tun ; 

fi ^fi , 11 

a®, r = — -— - f « = — -r — f- « , pour rautre. 

Lorsque la droite passe par Forigine des coor- 
données , on a « = o , j8 = o ; et les équations 
(i), (2) se réduisent à celle-ci : 

Des équations de condition qui expriment ^ 
I**. que deux droites se rencontrent ; 
a°. quelles sont parallèles. 

7. Nommant x^ , y ^ z' les coordonnées du 
point de rencontre des deux droites représeu- 
lées par les équations (i) , (2) , (art. 6 ) , et par 
celle-ci (3) et (4) : 

(3) x=za'z + a', (4) y = h'z + fi'; 

on a : 

a/= flz'-f" ** f y'^=^ bz'-^- /8, pour la première droite y 

et 

«'ssfiV-j-flt', y'==i'z'+^', pour la seconde ^ 

il est évident que si ces deux droites se rencon- 
trent, lés quatre dernières équations auront lieu 
en même tems pour le point d'intersection ; 
donc, si l'on élimine les coordonnées de ce 
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ppmt , réquaiîon qui résultera de celte climi-» 
nation , exprimera que les droites des équations 
(i) , (2), ( art. 6 ) , (3), (4) se rencontrent. On a 
pour résultat de l'élimination ; 

« 

Lorsque les droites données sont parallèles , 
leurs projections le sont aussi ; donc , on a 
a = û' , è = 6'. Le point de rencontre , est dans 
ce cas , situé à Tinfîni : on voit , en effet , que 
d'après ces conditions du parallélisme , Téqua^ 
lion (^) est satisfaite, quelles que soient les 
valeurs de « , «t', jQ, jS', qui peuvent varier ^ 
quoique les droites données conservent le pa* 
rallclisme. 

Solution de plusieurs problèmes relatifs à la 

ligne droite. 

Prob(.£me I**". 

8. Par un point donné dans l'espace , mener 
une droite parallèle à une autre droite donnée ? 

Solution. Soient oc^^y^^z^ les coordonnées 
du point donné , et supposons que là droite 
donnée ait pour équations : 

a? 5;? a« 4* a , ^ t= f i -f /5 ; 
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les équations de la parallèle à cette droite seront 
de la forme : 

A cause du parallélisme , il est évident qu'on 
aura a^ =z a ^ 6' = i j d'oii il suit que , des 

quatre constantes a', 6', *', jS', les deux pre- 
mières sont relatives à la direction de la droite 
demandée , et les deux autres <t\ j8' seront 
déterminées par la condition que cette droite 
passe par le point a:', j', js', En effet, on a 
pour ce point : 

a/ := û-t' + «' , ^' = Jf' + i3' , 
d'où Ton tire : 

et on a, pour les équations de la droite de* 
mandée : 

d'où Fon déduit cette* troisième équation en 
vc et j^ : 

r , 

De ces trois équations , deux quelconques dé- 
terminent la position de la droite menée par 
^n point donné , parallèlement à une droite 
.donnée^ . 
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Trouver les équations d'une droite menée 
par deux points donnés dans l'espace , et la 
longueur de la droite comprise entre ces deux 
points ? 

9. Solution. Soient a:', y^ ^ z^ les coordonnées 
du premier point donné , et :r'^, j"'', z^^ les 
coordonnées du second point. La droite de- 
mandée devant passer par le premier poiat, 
ses équations seront de la forme : 

En supposant que , dans cette équation , les 
coordonnées a? , ^ , z d'un point quelconque 
de la droite deviennent a:'^, j'', s'', on aura, 
pour déterminer les valeurs de A et de B y les 
équations suivante» : 

d^où il suit que la droite demandée a pour 
équations : 

xff iX' y^— •y' 
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ou en réduisant : 

X {zff — z' ) =: z ix" — x') + x'zf— xffz'y ) 
yizf/-z')=ziyf-y)+yz'r-yfz\i ^ ^ 

{Menant par chacun des deux points donnés , 
trois plans parallèles aux plans des coordon- 
nées , on aura six plans parallèles , deux à deux , 
qui comprendront un parallclipipède rectangle , 
dont la droite qui joint les deux points donnés, 
^est une diagonale. Nommant R la longueur de 
cette droite , on a : 

Les plans menés par les extrémités de la 
droite /î perpendiculairement à Tun des axes, 
interceptent une partie de cet axe , qui est ht 
projection de la droite R sur ce même axe. 

lo. Si , dans cette expression de la longueur 
d'une droite , on regarde x^', /'', z^' comme 
les coordonnées variables dW point d'une 
sphère du rayon R , dont le centre est au point 
ocf^y^ z' , il est évident qu'on aura , pour l'équa- 
tion de la sphère ( 4 ) • 

Lorsque le centre de la sphère est à l'ori- 



(la) 
giue des coordonnés , cette équation devient ; 

1 1 . En traduisant les équations (£) de Tari, g. 
Tune ou l'autre renferme le théorème suivant : 
Une drqite quelconque étant rapportée à deux 
axes rectangulaires dans le plan desquels elle 
est comprise , et une partie quelconque R 
de cette droite étant ( 9 ) projetée sur les 
deux axes ; si l'on prend sur cette droite un 
point quelconque M, la somme ou la diffé-* 
rence des aires des deux triangles qui ont 
leur soiximat commun dans le point ilf, 
et qui ont pour bases |es projections de la 
partie R de la droite , est égale à l'aire du 
triangle qui a pour base la partie elle-même 
Ry et dont le sommet est à Torigine. C'est 
la somme où la différence , selon la position 
da point M par rapport aux axes rectan-* 
« gulaires. » » 

Pour démontrer ce théorème , mettons lia 
seconde des équations (E) sous la forme sui- 
vante : 






«• 



(E'ï 



Soit (PI. I". , fig. 1) AB une droite comprise; 
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entre les axes rectangulaîres KY^ KZ des y et 
des z: Si on nomme y, a' les coordonnées KA\ 
A^A du point A^ et j^'', z^^ les coordonnées iCS', 
jS'^ du point B , le triangle KAB qui a sou 
sommet à l'origine A'des coordonnées ^ et dont 
la base est la droite AB ^ a pour expression 

de son aire : * En effets ce triangle 



est égal à la somme du triangle KBB^ et du 



trapèz'e AA^BB^ diminué du triangle KAA^ : 
or , Taire du triangle KBB^ est ■ ' ■ ■ ■- ; celle 

da trapèze ^^'5;B' est -^= — JL-J^ — 1-L ; 

laîre du triangle KAA^ est * ' : donc on a , 

pour Taire du triangle KAB\ 

a a a 

OU en réduisant : ■ ■ ■ '^ - , second membre 

de Téquation (£'). 

Soit -W^ ( fîg. 2 ) un point quelconque» de la 
droite AB » dont les coordonnées sont y et ». 
^JB', -^'^iB'^ étant les projections ( 9 ) de la 
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droite AB sur les axes des y et des z , il est 
évident qu'on aura : 

A'B' = f — ^'% A^fB^ = zit — z' ; 
donc les aires des triangles MA^B^ ^ MA^'B^f^ 

z ( Y^ — Y^^ ) 

ont pour expressions les quantités — ^^^ ^-^— > 

Y(z'^^zf) 

^ j or, par Fcquation (£0, la somme 

de ces deux quantités est égale au triangle 
KAB ; donc, chacune des équations (£?)com* 
prend le théorème énoncé au commencement de 
cet article. On peut encore démontrer ce théo- 
rème par la géométrie , de la manière suivante. 

12. La droite AM (Gg* 2) ne changeant pas 
de position par rapport aux axes KV, KZ , 
supposons que la partie AB de cette droite 
se meuve dans sa propre direction , jusqu'à 
ce que le point A se trouve sur l'axe KV^ 
cotnme on le voit fig. 3. Il est évident que 
les triangles KAB , MAB^, MKBf' de cette 
figure , sont égaux en surface aux triangles 
KAB, MAŒf, MAffB" de la fig. 2. Or (fig's), 
le triangle MKB^^ est moitié du rectangle Amj 
le triangle MB^B^ est moitié du rectangle B'trii 
donc la somme de ces deux triangles est moitié 
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du rectangle total KB , ou égaie au triangle 
KBB' } on a donc l'équation : 

MRBff + MBB^ = KBB'. 

Ajoutant dans chaque membre de cette équa* 
tion le triangle ABB^^ on a : 

MKB^f + MBB' + ABB' = KBB' + ABB' , 

• * 

à cause de 

MBB' + ABB' = MAB\ 

et de 

KBB' + ABB' — KABB', 

Féquation précédente se change en celle-ci : 

MAB' + MKBff = KAB ; 

d'où il suit qu'on aura aussi (fîg- 2) : 

MA'B' + MA^B^ := KAB ; 

Ou , en traduisant cette équation , on aura 
l'énoncé du théorème de l'article précédent. 

PnoBL, m. 

i5. Étant données les équations de deux 
droites , trouver le cosinus de l'angle formé 
par les parallèles à ces droites, menées par 
l'origine des coordonnées. 
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Solution. Soient a: = ûj3 + a , ^ = iz + /é 
les équations de Tune des droites données , 
a: = a'z -4- et' , yz=zVz'\- jS' les équations de 
la seconde droite; les parallèles à ces droites 
menées par Torigine des coordonnées , ont évi- 
demment pour équations» 

9^=1 az ^ y^s=.hz^ x**. Parallèle 

x:=ia'x^ y^=.Ve^ a*. Parallèle* 

Ayant pris sur la seconde parallèle un point 
dont les coordonnées sont oc) , /', jsî', on abaisse 
de ce point une perpendiculaire sur la pre« 
mière parallèle; cette perpendiculaire et les 
deux parallèles comprennent entre elles un 
triangle rectangle dont Thypothénuse est la 

dislance \/x'* '\^f'' H" ^ * du point {oc' ^ j'y z') 
à l'origine des coordonnées. Le côté adjacent 

à l'hypothénuse est la distance ^ac^^j^-^z^ 
du point (jî, j-, js) de la première parallèle» à 
l'origine des coordonnées. Cette origine , le i 
point {a^y 7', «' ) et le point {oc^j^z) sont situés 

sur une sphère du diamètre y a:'* + J"'* •+" ^'"^ • 
On a (9) , pour Téquation de cette sphère, 

dont le centre est au point f - — j -^ ' ^ J ' 
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OU en réduisant , 

^* -h y* 4- iP» -- âBa/ ^yf -. tz^ ^ o, 

f 

Cette équation exprime que le point (^ , r , z) ^ 
est le sommet de l'ànglë droit duû triangle 
rectangle. 

Mettant dans cette équation, pour ,a: et y^ 
leurs valeurs tfj5 et tz, et divisant par z, ello 
deviendra : 

« ( I + ô» + 3» ) t== o«' + *y -f ^' » 

! pu eu substituant pour ad et j^ leurs valeurs 
ûV , Vz^ , on aura : 

tfoii l'on tire 

t _ t + aa^ 4" **' 

*' " X 4- /B» +■ 3* • ^ 

Or^ lé cosinus de Tangle des dieuît parallèles 

est \ 

S/x^-^-y^ +^' i: V^i 4- fl« 4- ^ r 

> > I — ou • ■ • — ; 

ào&c f en nommant cet angle i^^ on a ! 

• ■ j 

yj. + «» + j* _Ki+ «»'* + ^'* 



I » I • 



(i8) 

Lorsque les parallèles aux droites données , 
menées par l'origine des coordonnées , sont 

« 

perpendiculaires entre elles , on a : 

cos r = o , ou I -f- aa^ -f" ^^' = o. , 

14. La droite des équations a:z=az, j"t=^b% 
forme avec les axes dés a> y des j- et des 55, 
des angles qui ont' pour cosinus 



X 



mettaût pour a: tt / leurs valeurs az et bz , 
ces cosinus deviennent ; ' 



n 



y h 



Par la même raisOn, la droite des équations 
0:'=^ dzy j :=. Wiz> fait-avfec les mêmes axes des 
coordonnées, des angles dont les cosinus sont : 



^ « » 



a 



y 



- ? 



j/i-f-o'«'-^^i'« yi^a''+b'* |/t + a',^' + ^'» 



. _. I • '^ 



nommant ces ooâiiiu^ f^, (>', ^" pour- la pre- 
mière, droite , et w, M^y 11!^ pour la seconde , 
on aura ç^^^^;/! ^ ^fi% = j ^ ^/i -^ ^^2 -j--^^^ = ï t 

et le . cosinus ^ de i'ai^ïe T^'^ des deux droites p 
sera : ' i ■- . . "^ v •• ^• • '^ ^ 



■^-» 
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Lorsque Tangle /^ est droit ^ cos i^=s o ^ et 
on a réquation 

Si j pour abréger , on nomme k et ^ les deux 

radicaux y^i -i-a* + 6* et V^i + a^^ -i- Z? ^ , 
on a : 

Ô==/fC, ^=À/j t=iÀi'«^, 



\ 



doîi l'on tire : 



^-TT» ''^iJ-* *--;;r» 
^-IHT' '^-yt^ ^-"Vr- 

En substituant ces valeurs de aJj è, a', b^ datiS 
les équations deS deux droites (i 5)^ elles 
deviennent : 

u m' . 

iKz=:-—z + d'i jr = '-^Z'^^'. a*. droIt«4 
u'' u" 



De VEquatioh du platî. 

t5. L'équation d'un plan èicprîihe niid t^* 
laiion entre les trois coordonnées d'un poiiit 



tîe ce plan. Lorsqu'une surface telle que le plan , 
est prolongée indéfiniment dans tous les sens , 
Il n'y a aucun point de l'un des trois plans 
coordonnés , qu'on ne puisse considérer 
comme la projection d'un point de la surface; 
d'où il suit qu'aux deux coordonnées a:, y 
d'un point d un plan , correspond nécessai- 
rement une troisième coordonnée z^ quelles 
que soient d'ailleurs les valeurs de a: et y. 

On suppose qu'un plan soit connu , i<*. par 
l'ordonnée du point du plan, situé sur l'axe 
des z , et nommons cette ordonnée c ; 2**. par 
les tangentes des angles , que ses traces sur 
les plans des ocz et des yz , font avec le plan 
des acy ; désignons ces tangentes par les lettres 
Jl et Bp l'équation entre les trois coordonnées 
Xj y j z d'un point du plan sera : 

En effet, ce plan aura pour traces sur les 
plans des ccz et des yz , des droites dont lea 
équations sont , pour la première : 

et pour la seconde droite : 

Ces deux droites passent par un point de l'axe 



^' j »' 
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des Zy dont la distance à l'origine des coor- 
données est égale à c. 

Supposons que la première droite se meuve 
parallèlement à elle-même, étant dirigée dans 
son mouvement par la seconde droite ; con- 
cevons , par un point quelconque du plan 
que la trace mobile parcourt , deux plans , l'un 
perpendiculaire à l'axe des oc , et l'autre per- 
pendiculaire à l'axe des j. Le premier de ces 
plans cQupe la trace mobile en un point, pour 
lequel on a les équations : 

et le second plan coupe la trace fixe en un 
autre point pour lequel on a : 

Désignons ces deux points par les lettres p 
et p^ ^ et nommons P le point du plan par 
lequel on a mené les plans perpendiculaires 
aux axes des oc et des jr. 

Le point p de la trace mobile s'élèvera au- 
dessus du plan des ocy jusqu'à ce qu'il ait atteint 
le point P du plan -, or , dans ce mouvement , 
il s'élèvera parallèlement à l'axe des z^ de la 
quantité Bj- ^ différence de l'ordonnée du point 
p^ et de l'ordonnée c à l'origine ; d'où il suk 



que l'ordonnée totale z sera formée de la quan-* 
tité ^ar-f-c augmentée de Bjr^ on am^a donc 
réquatiou 

i6. Les points où le plan de l'équation (i), 
coupe les axes des a: et des j* étant connus , en 
pommant a, b les coordonnées de ces points,ou 
aura évidemment (le rayon des tables , étant i) ; 

Substituant ces valeurs dans l'équation (i), (art, 
i5), on aura : 

et comme on peut supposer les valeurs de a: 
et y positives ou négatives , on peut écriro 
celte équation de la manière suivante ; 

4t l> C 

OU * 

(a) ècx -f. aey + abz = ofc i 

Cette équation (2) , plus symétrique que l'équa- 
tion (i), sera d'un usage plus général que celle- 
ci* Désignons les quatre produits abc^ bc^ac 
çt ab par les quantités coastautes K^LyM^N^ 
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dont trois seulement sont nécessaîres j subs- 
tituant ces valeurs daus l'équation (2) , elle 
devient : 

Lx + My + Nzs=: K. 

Dans chaque cas particulier , on détermine le$ 
constantes Ly Mj Ny K du plan, d'après les 
conditions qui fixent la positioix de ce plan 
par rapport aux axes des coordonnées. Par 
exemple , dcmande-t-on l'équation d'un plan 
parallèle au plan des yz : pour tous les points 
de ce plan , on a a: = constante , quelles que 
soient les valeurs de ^ et de 2 j faisant donc 
M=zOy iV= o , la valeur constante de a? 
K 

est -y-« 

Lorsque le plan passe par l'origine des coor- 
données , on a if = o ; et l'équation du plan 
se réduit à la forme : 

Lx + My + iVr =L o. 

1 7. De l'équation du plan^a:-|riï:^'+iVi;=iir, 
'on tirera les équations de ses traces sur les 
plans des xz et des yz^ qjx faisant successi- 
vement j = o , or = o. 

Soit, i». j-zno, 
les équations dç la trace sur le plan des pfsfi 



» 
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seront : 

Soit , 2^. a: = o, 
les équations de la trace sur le plan des j-ss 
seront : 

My + Nr s=: K ^ 00 :=r o. 

Des équations de ces deux traces on pourra 
yçvenir à Tcquation du plan ; en effet , les équa* 
tîons d une parallèle à la première trace ^ 
5eront (6) : 

L'équation de condition qui exprime que cette 
parallèle rencontre la seconde trace donnée 
•ur le plan des j-z, sera : 

Regardant la parallèle à la première trace 
eomme la génératrice du plan , les équations 
de cette génératrice, dans une position quel-« 
conque ,. dépendant de fi^ seront.: 

L K — Mfi 

éliminant jB entre ces deux équations , l'êqua- 
lÏQQ du plan» déduite des équations de sos> 
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craces sar les plans des xz et des jx , sera : 

lx + My + Nz = K. 

i8. L'équation du plan étant linéaire entre 
les trois coordonnées ac^ j-, z d'un point de 
ce plan , la ligne commune à deux plans est 
nécessairement une droite ; d'où il suit qu on 
peut définir le plan une surface sur laquelle 
on peut tracer une ligne droite dans tous les 
sens. 

Soient les équations de deux plans : 

Lx *4- My + Nz =iK ^ pour le premîerf 

et 

L'x + My+ N'z = AT', pour le second. 

en éliminant successivement oc^ y^ a , on dé- 
duit de ces deux équations , trois autres équa* 
tions dont chacune ne contient que deux coor* 
données , et qui appartiennent aux projections 
de la droite d'intersection des deux plans , sur 
les trois plans des coordonnées. 

Deux plans parallèles ont des traces parais 

lèles sur les plans des coordonnées; les re« 

lations entre les constantes des équations des 

deux plans, qui résultent de ce parallélisme ^^ 

» sont (7) : 

^ V^ M^_M^ 

N ~ N' ^ N '^ Nf' 
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Problèmes relatifs au plan. 

Probl. I, 

19. On demande les équations d'un plan 
qni son parallèle à un autre plan donné , et 
qui passe par un point connu ? 

Solution. Soient a', ^', z^ les coordonnées 
du point dont la position est connue ; . . 
^a: + By •+• Cj3 — D = o réquatîon du plan 
donné , Lx + Mf + iV^ — K =z o Téquation 
du plan demandé. 

Des quatre constantes L , iW, Ny Kj on 
détermine d*abord la quatrième K d'après la 
condition que le plan passe par le point donné. 
Pour ce point, les coordonnées oc^ j^ z du 
pian demandé deviennent oc^yj^ 2' j donc on a : 

et en retranchant cette équation de la précé- 
dente : 

L {X - x^) + M {y ^y) + N iz ^ z^^ =zo , 

m 

le plan donné et le plan demandé étant pa- 
rallèles , on a ( 1 8) : 

_L— A M _ a 

m ~ c * N ~ c' 



(27) 
Substituant ces valeurs dans la dernière équa- 
tion , elle devient : 

yf ( « ~ :c ' ) + 2? ( y — y ' ) + C ( z -. z' ) = o , 

équation du plan qui passe par le point donne , 
et qui est parallèle au ^ltm^a>{-Bj^Cz — Z)~ o. 

Probe. II. 

20. On demande Tcquation d'un plan qui 
passe par trois points donnes dans l'espace? 

Solution. Soient les coordonnées des points 
donnés , a:' , ^' , js' pour le premier point , 
ac^^^y^yZ^f pour le second, 
x^ii^jfff^z^ff pour le troisième^ 
l'équation du plan demandé sera de la forme 

Les coordonnées ^r, ^, z d'un point quel- 
conque du plan devenant successivement celles 
des points donnés , on aura évidemment les trois 

« 

équations suivantes : 

La/ + Mf +Nz' = K , 
lxf+Myf+Nzffz=zKj 
Lx"i+ My"+ Nzf"= K ; 

:xy y ^y • i 1 , L M N^ 

a ou 1 on tirera les valeurs de -tt" ? ir ? -rr ? 

A A A 
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ce qui donne : 

JV^=y ( a?w — x'' ) 4.y«^(x'— x'") + r"' C**^ — «')> 

( Pour effectuer ce calcul , on suppose 

L ^ M N . , 

-j=- ^= / > -jp- = m , -jj^ = 71 , et par les mé- 
thodes connues de rcllmination » on obtîencka 
les valeurs de /, m, ti. ) 

31. Substituant ces valeurs dans l'équation 
du -phn Lx'^Mj+NzzzzK ^ et mettant cette 
équation sous cette forme : 

on en déduit le théorème suivant^ de M. Monge 
ÇJoum. de r École ^ i4*. cahier) : 

•r Un plan quelconque étant rapporté à trois 
plans rectangulaires , et étant donné sur ce 
plan un triangle quelconque rectiligne dont 
on ait les projections sur les trois plans rec- 
tangulaires j si Ton considère un point quel- 
conque de ce plan , la somme ou la différence 
des solidités des trois pyramides qui ont ce 
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point pour sommet commun » et dont les bases 
sont les trois projections du triangle ^ est égale 
à la pyramide unique qui a pour base le 
triangle lui-même , et dont le sommet est à 
Torigine. » ( Les signes des coordonnées des 
sommets du triangle déterminent les signes 
des solidités des trois pyramides qui ont leur 
sommet en un point du plan du triangle.) 

Soit T le triangle , et ^ , ^' , t^^ ses trois 
projections sur les trois plans rectangulaires 
des jrz , des arz , des acy , auxquels on a rap- 
porté le plan du triangle. Nous allons d'abord 
démontrer , i®. que les aires des triangles 
^ , £^ , t^^ ont pour expressions les quantités 

L M N . , . . ï jT 
, — , — j 2«. que la quantité -r A est 

2 2 2 ^ ^ 6 

le volume de la pyramide qui a pour songnct 
Torigine des coordonnées , et pour base k 
triangle T. 

22. KXy KY, KZ étant (fig. 4) les trois 
axes rectangulaires auxquels on rapporte le 
triangle T, supposons i**. que ce triangle soit 
projeté sur les plans des j*z, àes xz ^ des œjr 
suivant les triangles «13 9., «'jôV, «'^i^^V^j dont 
les aires sont respectivement t, f', f^' j 2*. que les 
coordoi^inées des sommets «^P,^ ; du triangle t 
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soient y, %^ pour le premier ^ ^", i" pour Ifc 
second, j^^\ z'/' pour le troisième • 

La valeur de — — se compose des trois quan« 



titcs suivantes ! 



^y[z^ --y^z' \ fyflz^if^yfftff\ /y'ir"'— yr'\ ^ 



or , on a vu (i i) que « .— ^-^ est l'aire 

du triangle KttfL qui a son sommet au point 
K origine des coordonnées > et pour base le 

côté cjS. De même ^ * — est Taira 

du triangle K^y ; « • ^"^ ■ •■• ■ •■ "■ est l'aire 

du triangle Kay) or , le triangle ti^y est 
o£[al à la somme des deux triangles Ka^ , 
Kp^y diminué du triangle Kity , c'est-à-dirè 

a la quantité — L : donc on a < == - — =• 

2 2 

On démontre de la mcme manière que les 
nires t^ et t^^ sont égales aux quantités — M^ 

•— iVj d'oii il suit que le premier membre 

2 

de réquation (i) de l'art* précédeixt est la 
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somme de iroJs pyramides , qui ont pour 
sommet commun , un point du plan du trian- 
gle T j et pour bases les triangles t ^ t* ^ t'\ 
projections du triangle T sur les trois plans 
rectangulaires. 

La quantité -— K qui est le second membre 

de cette éqnalîon (i) , (21^1 , est le volurhe de 
ia pyramide qui a son sommet au point K^ 
et pour base le triangle T. 

En effet, soient (%. 4) Kcc^y, KJ^^yf ^ 
KcJ'^'^y^^ les trois projections de cette py- 
ramide sur les trois plans rectangulaires des 
j'5, des xz^ des â:y. De ces trois projections, 
une quelconque, par exemple, celle du plan 
des yz a poiir limite le quadrilatère K«t^y^ 
qui correspond au quadrilatère formé dans 
l'espace par quatre arêtes de la pyramide. Ce 
dernier quadrilatère divise la pyramide en deux 
parties , dont chacune est terminée par deux 
systèmes de triangles; le contour des triangles 
du premier système se projette suivant les cinq 
lignes pleines K<t , ^jô', p^y , Ky ^ tty ^ et 
celui des/ triangles ^du secojid système se 
projette suivant les quatre lignes pleines Ko. , 

«tjg , ^y y.J^^y.i A^ la .%^^ ponctuée K^^ 
or, si Ton considère • les prismes tronqués qui 
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ont pour bases les projections des faces de la 
pyramide, et pour arêtes les lignes par les-- 
quelles on projette ces mêmes faces ^ on verra 
que les deux systèmes de prismes tronqués 
qui ont pour bases les unes les deux triangles 
Kety y tt^y 'y les autres, les deux triangles 
/TfltjS, K^y ne différent eii volume que par la 
pyramide qui les sépare j ensorte que la soli- 
dité de cette pyramide est égale à la différence 
des solidités des deux systèmes de prismes 
tronqués. Mais le volume d'un prisme est égal 
à la section faite perpendiculairement à ses 
arêtes , multipliée par le tiers de la somme de 
ses arêtes ; de plus , les arêtes des deux sys* 
témes de prismes tronqués sont parallèles à 
Taxe des x , et ont pour longeurs les abscisses 
a:', jp'^j ocf^' i d'oii il suit qu'on aura 1 équation 
suivante. 

Le volume de la • pyramide est égal a : 

triangle ufiy x( - — ' — ^ \ 

+ triangle Ko, y f ■ J 

- » f^ / *' + «^/ \ 
— tnangle Kafi ( x 1 

~ triangle Kfiy ( * j* 
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Mettant dans cette équation , les expressîoiisl 
des aires des triaugles et fi y ^ Katy }' Kit fi ^ 
Kfiy , on a pour le volume V de la pyra**' 
mide > 



r= 
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I 



(J 



'^//~ 



yl^l 
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L- .-^ (y^w 
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— J^w^ 
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/ O?' -f- jc/^ N 

l 3-^/ 
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3 

«// 4- x'" 



) 

) 



Rcctuisaut , on a : 






+—-(/*' 

a 



it' 



jV^O-^ 



.f// 






Comparant cette valetif à celle dé ^ K 
( art. 20 ) , on reconnaîtra qu elles sont iden- 
tiques j d'oti il suit qu^on â i /^== — K, Cd 

qui démontre le théorème de l'art, ai , rca-* 

5 
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fermé dans cette équation (i) du même article, 

m 

Problèmes relatifs à la Ugne droite et au plan. 

PnOBL. I. 

35. Étant données Jes coordonnées d'un 
point , et les équations d'une droite , trouver 
Téquatioa du plan qui passe par la droite et 
le point ? 

Solution. Soient a:', j^^ J les coordonnées 
du point , 



a: := tf r 4- et » \ 

yz=ibz'-\-fij > hi8 équations de la droite ; 

le plan dont on demande l'équation passe par 
le point donné, et de plus par le point où 
la droite donnée coupe le plan des œj^ point 
4ont les coordonnées sont : 



Si on suppose que ce plan ait pour équation : 
0a aura : 
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Ramênam la droîtfe et le plan parallèlement 
h eux-mêmes jusqu'à rotîgine dus coordon- 
héés , leurs équations deviëndrotit , pour la 
droite : 

et pour le plan : 

z sz= Lx -4- My ; 

or , dans cette nouvelle position , la droite est 
encore contenue dans le plan ; donc on aura : 

(3) I = Xa + Mb. 

Les équations (i) , (2) , (5) donneront les 
valeurs de L^ M, N, et Féqualion ..... 
z = Lûc + Hfy --j- N deviendra : 

PROBL. II. 

:24. Etant données les coordonnées d'un 
^oint et les équations de deux droites , trouver 
l'éqUation du plan mené par le point , parai- 
lèlemeat wa deux ^îiei? 
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'■à 

Solution. Soient a^ ^ /', ^ les coordonnées 
du point donné -y x = az^A , j zrzbz^^ fl 
les équations de la première droite donnée 5 
a: =i a'z + ûJy ^ =: b^z-h fi les équations de la 
seconde droite^ s = La:+itf^-{-iV l'équation du 
plan démandé; on détermine la constante N par 
la condition que le plan passe par le point donné 
^ij'i :s^, et réquatîon de ce plan devient: 

i) z-^z' = L(^x — a/) + M{y^y). 

Pour que ce plan soit parallèle à la première 
droite , on a (2 3) Téquation de condition : 

1 = £a -|- Mb. 

« 

La condition d'être parallèle à la seconde droite 
est exprimée par Téquation 

Tirant de ces deux dernières équations les 
valeurs de Z; et de it/, et les substituant dans 
l'équation (i) , on aura pour Féquation du plan 
demandé : 

PllOBL. IIL 

•^' a5. jEtant^ données les équations d'une droite 
et celle d'un plan, tvouver les conditions qui 
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expriment que la droite, est perpendicuTairè 
au plan ? . . 

Sqlution. Soient a: ^= izjs +• « , yzrzhz-^^l^ 
les équations d'une droite , et z= ^a:-|-.6j-+-C, 
Téqualion d'un plan. 

Lorsqu'un plan est perpendicuL ire à une 
droite , les traces du plan sur les plans des 
coordonnées et les projections de la droite 
sur ces mêmes plans , sont ( Géom . descript. j 
art. i6, Supplément ^ art. 21 ) perpendiculaires 
entre elles. Le plan donné a pour trace, sur 
le plan des xz, la droite représentée par l'équa- 
tion J5 = ^a:4- C : elle est par hypothèse per- 
pendiculaire à la droite a? = az-f- «t^ pour que 
ces deux droites soient à angle droit , on a 
réquation de condition ^4=: — a. En raison- 
nant de la même manière par rapport à la 
trace J5 = i5^+C, et à la droite ^ = fc-+-j3, 
l'équation B =: — 6, exprime que ces deux 
droites sont perpendiculaires entre elles ^ d'oii 
il suit que les deux équations -df = — a ^ 
JB = — bj ont lieu en même tems , lorsque la 
droite et le plan sont perpendiculaires entre 
eux. Mettant ces valeurs de ^ et B dans l'é- 
<juation du plan z = Ax + Bj -4- C , on a 
pour l'équation d'un plan perpendiculaire à la. 
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droite j^o^ t^^ œ + « , j- = &s+4): 

tpus les plans dont l'équation ne différera de 
celle-ci que par la constante C, seront per-' 
pendiculaires à la même droite. 

PROBL. IV. 

a6. Étant données l'équation d'un plan et 
les coordonnées d un point , on demande , 
M^'. les équations de la perpendiculaire abais- 
sées du point sur le plan } 2^. les coordon-* 
nées du pied de la perpendiculaire ; 3*. la 
longueur de la perpendiculaire? 

Solution. Soient z=zAa:'^Bj-^C Féqua- 
tîon du plan donné, et oq^x /'> ^' ^^s coor- 
données du point d'où l'on abaisse une per- 
pendiculaire sur ce plan. Soient de plus . . 
a: = n2 + a, j- = &z-+-i8 les équations de la 
perpendiculaire. Puisque cette perpendiculaire 
doit être menée par le point a/, y^ yz\ on doit 
avoir : 

de plus , les constantes A et ô sont (art. pré- 
cédent) égales aux constantes du plan — A 
^ — ;fi ; d'où il suit que les équations de la 



\ 



(59) 
perpendiculaire au plan mené par le poîat 
donné , sont : 

(i) « — a/-|-^ (r — «:') t= o, 

Combinant cette équation avec celle du plan 
(3) x=iAx + By + Ù, 

on obtiendra les valeurs des coordonnées Xjj-^z 
du pied de la perpendiculaire. 

Ayant mis Téquation (5) sous cette forme : 

on y substituera pour a: — oc' et j- — y leurs 
valeurs tirées des équations (i) et (3), et on 
aura : 

Pour distinguer les coordonnées du pied de la 
pei^endiculaire , désignons-les par lès lettres 
Xf y y Z , cette dernière équation donne pour 
z qui se change en Z , la valeur suivante : 

^==^+ — r+2^qrm — 

Les valeurs àe ce éi jr qui se changent dans 
les équations (i) et (2) en -X"et K, deviennent-: 

i + A^ + B- ' 

Y_. B{C + Ax' + Bf^z^^ 
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La longueur de la perpendiculaire comprise 
entre le point -ST, 1^, Z et le point a/, j^ ^ «' 

est (8) : ^ 

ou 

Lorsque le point d'où Ton abaisse la perpen- 
diculaire est à l'origine des coordonnées, on 
a a:' = o , J-' = o , a' = o ; et la longueur do 
la perpendiculaire a pour expression : 

C 



y/i^^>^fi» 



Probl. V, 



:37. Ayant les équations d'une droite et leâ 
coordonnées d'un point, trouver, i^* l'équa- 
tion du plan mené par le point perpendicu- 
lairement à la droite, ^®. les équations de la 
perpendiculaire à la droite menée par le point 
donné ; 5®. les coordonnées du pied de la per- 
pendiculaire ? 

Solution^ Soient ocf^ y^ z^ les coordonnées 
du point oc=iaz-^ùL, ^^lèz+i^, les équa- 
tions de la droite donnée, Oai^ démontré (a5) 
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qu'un plan perpendiculaire à celte droite avait 
pour équation aoc-^bj^z^iC. Déterminant 
la constante C d'après la condition que le plan 
passe par le point œ^ ^ y ^ z^; l'équation de ce 
plan sera : 

On a trouvé (^S) pour l'équation du plan 
qui passe par ce point et par la droite : 

(^) (x-«o (^y^hz'—fi) + (y-y) (x'-^r— «) 
+ (z-r'){K*'-*)--(y-/8)f=o. 

La perpendiculaire abaissée du point a:(,j'', z' 
sur la droite donnée est Kutersection des plans 
menés par ce point perpendiculairement à là 
droite, et par la droite même; donc les équa- 
tions (i) et (2) sont celles de la perpendiculaire. 

Pour trouver les coordonnées du pied de la 
perpendiculaire (;r = az-j-fit , ys = èz-j-jQ ), 
mettons les équations de cette droite sous la 
forme : 

y—y = b(^z — z') +/5-^y '\-bz*. 

Substituant dans l'équation (1) ces valeurs de 
X — xf et y -— ^' , on aura : 



• 
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DésigBOBS par X\ V\ Z^ les eôordoaiiées 4a 
pied de la perpendiculaire , z se change , dans 
celte dernière équation ^ en Z^ y et on a, après 
aivoir réduit : 

Ijes équations de la perpendiculaire donnent : 

Quant à la longueur de la perpendiculaire 
coaiprise entre le point JC', y, Z' et le point 
donné ^^ ^^ 2^ elle a pour expression : 



<Kt 



Lorsque la droite passe par Forîgine des coor- 
données > on a « = 0, j3 = o, ei ia longueur 
de la perpendiculaire devient : 

Dans la même hypothèse où la droite passe 
par Forîgine des coordonnées , la partie de 
cette droite comprise entre l'origine et le pi^ed 
de la perpendiculaire , a pour exprCvSsion : 
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Piton. Vï. 



âS. Étant données les é({uatîon8 ie deux 
plansL, trouver l'angle que ces deux plans font 
entre eux? 

Solution. Soient les équations données : 

Lx -|- My -^-Nz = iST , pour le premier plant 

i'a? -}- My + ^^^ = ^\ V^^^ "^ second plan* 

Si , par Torigine des coordonnées , on conçoit 
deux droites perpendiculaires aux plans donnes , 
l'angle de ces deux droites sera évidemment 
égal à l'angle des deux plans; lés équations 
de la première perpendiculaire sont {2S) : 

Nx — i;^ = o , Ny — Mz c= o. 

La seconde perpendiculaire a pour équatips^ : 

mais le cosinus de l'angle formé par ces droites, 

est (i5) : * 

LL'+MM'+NNf 
i« ■ ■■ ■ ■ ; 

donc , cette quantité est aussi Fexpressîon du 
cosinus de l'angle formé par ces deux plans« 



' ^ 
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Lorsque , des deux plans donnés , le second 
se confond avec l'un des trois plans des coor- 
données, deux ^ts trois constantes L', M, W 
deviennent nulles ; d'oii il suit que les cosinus 
des angles qu'un plan fait avec les trois plans 
des yz , des ocz , des xy , sont : 

L M ' JS 

9 — =■> — ==r? 



désignant ces trois cosinus par les lettres i/, 
i/, «^^, la somme w* + w'* + £/'* des carrés 
de ces trois cosinus , est évidemment égal à 
l'unité. Celle équation est une conséquence 
dune proposition déjà démontrée (i4)j caria 
perpendiculaire ati plan menée par l'origine , 
fait , avec les axes des coordonnées , des angles 
égaux à ceux que le plan déterminé par les 
constantes L, M^ iV, fait avec les plans des 
coordonnées j et on a vu (i 4) qu'en ajoutant les 
carrés des cosinus des angles qu'une droite fait 
avec les trois axes rectangulaires , la somme 
était égale à Funitc. 

Nommant f', i^\ i^^ les cosinus dés angles 

que le second plan forme avec les plans des 

jZy des œz ^ des xy ^ ou aura de m^me . • 

^%j^^ujl^^Uz z=zi ^ ei le cosinus de l'angle des 

deux plans' sera : 

cosinus de l'angle des deux plans = »e -J- uV+ u^9^m 
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Probl. vu. 

39. Etant données les équations d une droite 
et d'un plan , trouver l'angle de la droite et du 
plan ? 

Solution. Soient les équations de la droite: 

»« — /z = I , ny — mz = k , 

et prenons pour Téquation du plan donné : 

Lx + My + Nz^=zK\ 

l'équation du plan mené par l'origine des coor- 
données perpendiculairement à la droite don- 
née , est (a5) : 

Ix -f- my -J* w;? = o. 

Or, ces deux plans font entre eux un angle 
qui est le complément de l'angle formé par 
la droite et le plan donnés j donc, le cosinus 
de l'angle des deux plans , ou le sinus de l'angle 
demandé, est (28) égal à 

Ll + Mm + JVti 
V/X' + M* + iV» v/'' + /7i'+ /i» 

Nommant w, u\ u!^ les cosinus des angles qua 
la droite donnée fait avec les axes des oc , des j, 
dos J5 , et V , f ' , v^' les cosinus des angles que 
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le plan donné fait ayec les plans des y% » des xz^ 
iits xy , le sînus de Tangle que la droite et 
le plan font entre eux , sera (i4) et (a8) : 

PRORL. VIII. 

5o. Deux droites étant données, trouver, 
i^. les équations de la perpendiculaire sur la- 
melle on mesure leur plus courte distance; 
a**, la longueur de cette perpendiculaire ? 

Solution. On démontre ( Géorh. descrip. , 
art. 5i , Supplément y art. 25) que, quelle que 
soit la position des deux droites données, on 
peut , par un point quelconque de Tespace , 
mener un plan parallèle à ces droites. Supposons 
ce plan connu , et par chacune des deux droites 
données , menons un plan qui lui soit per- 
pendiculaire. On aura deux plans dont chacun 
contiendra la perpendiculaire aux deux droiteir 
données ; d'où il suit que les équations de ces 
plans seront celles de la perpendiculaire. 

Pour avoir la longueur de la perpendicu- 
laire , qu'on imagine par les deux droites » deux 
platis parallèles à-la-fois à ces droites et pi- 
nacles entre eut; ayant abaissé» d'tin poût 
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qntelconque de Fespace , par exemple de Forî- 
gine des coordonnées , une perpendiculaire 
sur les plans parallèles , la portion de cette 
perpendiculaire comprise entre les plans , 
sera la plus courte dislance des deux droites 
données. 

3i. Soient les équations des deux droites 
dominées : 

9 = a^z + «S ^ ^= ^^^ + /^% pour la seconde. 

Ces deux droites rencontrent le plan des xy en 
deux points qui ont pour coordonnées Fun 
j8 = 5 a:==ât,/=^, Fautre j5=o, œ-=Lj^ 
yz=.ff. Désignons ces points par les lettritt 
Pet F. 

Les plans menés par les points P'eX P pa- 
rallèlement aux deux droites données sont (24):: 

Les perpendiculaires à ces plans parallèles^ me- 
nées par les points jP et P', ont pour équations : 

l'une X rs Az + «, jr = flir-}-/l, 

l'autre a: = ^* -f- «% y:zzBz^f^£ 

«h £aiisam ^ pour abréger : 
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La première de ces perpendiculaires , et la 
première droite donnée , qui ont un point 
commun P, déterminent le plan qui contient 
la perpendiculaire aux deux droites j Téqua- 
tlon de ce plan est (a3) : 

z iaB^Jb) = (5 — 3) (x— «) + (a — ^) (y— ^)* 

Pour obtenir celte équation , il faut , dans 
l'équation (3) de Fart. 24 , substituer aux coor- 
données ^^fj'^j ^', celles du point P(«, jS , o), 
et mettre ^ et jB à la place de a' et l/. 

La seconde perpendiculaire et la seconde 
droite donnée , qui ont un point commun P', 
déterminent un plan dont l'équation est (aS) : 

* (afB-^Ab') = (5-30 (x— aO + K— ^) (^—iSO. 

Substituant les valeurs de ^ et de i? dans ces 
deux dernières équations , On aura , pour les 
équations de la droite perpendiculaire aux deux 
droites données : 

(ar-.*'){ûrû'+3'(û3'-a'3)} . \ — 

+{y'>^')[b-b''-a\ab''a'b)} -z{a'>-a')+i'(*-3')} J ^^* 

La seconde de ces équations, aurait pu se dér 
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âuire de la première » en y changeadt i 

tàfbja^fi en afj 3% «e% fi\ et a', ¥ cii a et h. 

Z2. Si , de Torigine des coordonnées , on 
abaisse une perpendiculaire sur chacun des 
plans (^)(^) (art.Si) parallèles aux deux droites 
données , ces perpendiculaires ayant même di* 
rection , se confondront , et leur didcrence ^ 
qui sera la distance des deux plans , sera égale 
à la plus courte distance des droites données i 
mesurée sur la perpendiculaire à ces droites 4 
Lies pêrpendiculail*es aux plans des équations (e) 
(ef) (art 4 5i) , Ont (riG) pour expressions , iWe 2 

Tautre : 

..C>-.)-^(.-^):|/.+ C»-0;i(f->-)- , 

dont la diflfcrencé est i 

Lorsque les droites se rencontrent, cette 
diifcrence est nulle , et on a l'équation déjà 
tt'ouvée ( 7 ) ) qui exprime que deux droites 
se coupent : 
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33. Lorsqu'on suppose que la direction des 
deux lignes droites dont on demande la plus 
courte distance , est donnée par les sinus des 
arDgles que ces droites font avec les axes des 
coordonnées , alors les équations de ces deux 
droites deviennent (i/\)' 

« = — T-r-|-», jrzrz-^z^fif pour la X". droite^ 

et 

u u' 

X = — j" J^ •+• «'f J^ = —y ^ + i8'. pour la a«. droite , 

De ces trois cosinus i' , »^, ^" , et m , w', v!^ des 
angles que les droites données font avec les axes 
<Ies œ, des j^, des z, deux seulement sont néces- 
saires , a cause des équations (14) de condition : 

Substituant , dans Texpression de la plus courte 
distance, pour a, t, a', b' ^ leurs valeurs 



"TT^ ^77 > — r> —77, elle se change en celle-ci: 

çff ç'f u^i IV* ' o 

(^^«') {ç^ufl'^çfff/) — (^ — /3') {vuff—v^u) 

Nommant ^ l'angle des deux droites données , 
ou plutôt des parallèles à ces droites menées 
par un point quelconque de l'espace, on a (1 4) • 

cos J^= vu + 9'u* -f- y^^uf^ ) 



► 
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substituant celte valeur de cas /^, et ayant cgard 
aux équations de condition , la plus courte 
distance des deux droites devient : 

yffuff sin ^ ^ 

expression dans laquelle f^ est la mesure de 
Tangle que les deux plans menés par les droites 
données et leur plus courte distance , font 
entreux. 

$. II. 

De ta Trigonométrie sphèrique. 

34. Un triangle sphérique est une partie de la 
surface d'une sphère comprise entre trois arcs 
de grands cercles tracés sur cette sphère. Les 
plans de ces grands cercles forment une pyra- 
mide triangulaire, dont le sommet est au centre 
de la sphère, et qui a pour base le triangle sphé^ 
rique. On nomme les angles que ces plans iont 
entre eux angles du triangle sphérique , et on 
prend pour côtés de ce triangle , les arcs de 
grands cercles qui mesurent les angles formés 
par les arêtes de la pyramide. 

Des six angles formés ou par les plans des 
grands cercles ou par les rayons de la sphère ^ 
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ifaiersections de ces plans , trois étant donnés ^ 
la trigonométrie sphérique a pour objet de 
déterminer les trois autres. 

La perpendiculaire abaissée du sommet d'un 
triangle sphérique sur le CQté opposé à ce 
sommet 9 est un arc de grand cercle dont le 
plan est perpendiculaire à celui de t^e grand 
cercle. Dans la pyramide triangulaire qui a pour 
base le triangle sphérique , cet arc mesure 
l'angle qu'un rayon arête de la pyramide fait 
avec la face de la pyramide opposée à cette 
arête , ou autrement , l'angle d'une arête de la 
pyramide et de la projection de cette arête 
sur la face qui lui est opposée. Ainsi , dans 
un triangle sphérique ou dans la pyramide 
qui a pour base ce triangle , il y a neuf angles 
à considérer , savoir : les trois angles des faces , 
les trois angles des arêtes, et les trois angles 
des faces et des arêtes. 

55. Lès plans qui forment le triangle sphé- 
rique ou la pyramide triangulaire étant pro- 
longés indéfiniment , il est évident que les 
angles de là pyramide ne changent pas. Ainsi 
les relations entre les lignes trigonomé triques 
de ces angles sont indépendantes du rayon de 
la sphère sur laquelle on considère le trianglo 
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ftphérique. Mais l'aire de ce triangle dépend 
évidemment de la grandeur du rayon de la 
sphère à laquelle il appartient. Nous allons 
d'abord résoudre cette question : <r Connaissant 
les angles d'un triangle sphcrique, et la gran* 
deur du rayon de la sphère sur laquelle il est 
tracé , trouver l'expression de l'aire du trian-^ 
gle?j» (Par angles ^ on entend ceux que les 
pians des trois côtés du triangle font entre 
eux. ) 

De VAire d'un triante sphérique. 

56. La suriace entière de la sphère est équi- 
valente à l'aire de quatre grands cercles de cette 
sphère. Prenant le rayon de la sphère pour 
unité, et 9r pour la circonférence de l'un de 
ses grands cercles , :3 tt (ou huit angles droits ) 
sera l'aire totale de la sphère. Qu'on imagine 
cette sphère découpée en fuseaux par des plans 
passant par un diamètre de cette sphère : deux 
quelconques de ces plans comprennent entre 
eux un fuseau^ dont l'aire dépend évidemment 
de l'angle compris entre ces deux plans. Sup* 
posons cet angle mesuré par un arc A du 
grand cercle m. Les aires de la sphère entière 
#t du fuseau , sont dans le rapport de v kA^ 
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On ^ doûc la proporlîon : 

w l ji II 29 surface entière de la sphère ! aire du fuseau ; 

d'où il suit que 2j4 est l'expression de l'aire 
de ce fuseau. Cela posé, considérons le triangle 
sphértque -<^fiC (PL i, fig. 5), dont un côté ^B^ 
est un arc du grand cercle ABB^ qui partage la 
sphère en deux parties égales , l'une au-dessus, 
et l'autre au-dessous du plan de ce cercle. 
Soient ACA\ BCB'^ les deux autres grands 
cercles. Les plans de ces trois grands cercles 
comprennent entre eux trois fuseaux. En com- 
parant les aires de ces fuseaux à Taire de Fhé- 
^nisphère supérieure, on voit que cette hémis- 
phère est composée i^. du faseàu Jlji^BC^ti^. du 
fuseau BB^AC diminué du triangle sphérique 
ABC , 5°. du fuseau CC^AB^ diminué du 
triangle sphérique A^B'C^ ^ dont l'aire est égale 
et opposée à celle du triangle ABC : or, A^ B^ C 
étant les angles donnés du triangle sphérique , 
les aires des trois fuseaux AA^BC ^ BffAC y 
CC'A^B^ sont respectivement 2-^, nB^ aC 
Donc nommant T l'aire du triangle sphérique 
donné , et se rappelant que v est Taire de Thé** 
xnisphère> ou a Téquation suivante : 

tfoii l'on tive ; 
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c'est-à-dire que Taire d'un triangle sphériqûé 
tracé sur une sphère dont le rayon est l'unité ; 
est l'excès de ses trois angles , sur deux angles 
droits, la sur&ice de la sphère étant huit angles 
droits. 

De VAire d'un polygone sphériqiie qui n^a 
point d'angles rentrons. 

37* On suppose qu'un polygone sphcrîque a 

pour cotés des arcs de grands cercles delà sphère 

3ur laquelle.il est tracé. Ayant pris un point 

à volonté dans riotcrièur du polygone., iner 

nonsp par ce point, le centre de la sphère; 

et les sommets des angles du polygone, une 

suite de plaus qui divisent le polygone eisi 

autant de triangles sphériquçs qu'il y a de 

cotés. Là somme des aires de ces triangles est 

,(.art. précédent) égale à l'exaès de la somme de 

tous les anglies intérieurs de ces triangles sur 

deux fois au(a|it d'a;çigles droits (ju'il ^ a de 

triangles ou de côtés dans le polygone ; mais ' 

la somme de ces angles intérieurs ^se^ çi^pa- 

pose des axïgles qui .o^t pow: sommet rcommusâ 

J[e point |ir:is dans l'intérieur du polygone, dt 
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dont la somme est de quatre angles droits , 
et de tous les angles intérieurs du polygone ; 
donc ^ si y de la somme des angles intérieurs 
^Un polygone sphérique, augmentée de quatre 
angles droits , on soustrait deux Jois autant 
• d'angles droits qu'il y a de côtés dans le 
poljgone , la différence est l'expression de Taire 
du polygone sphérique. 

38. Problème. Déterminer en combien de 
manières on peut couvrir la surface d'une 
sphère avec des polygo^es égaux et réguliers ? 

Solution (*). Soit x le nombre des côtés de 
l'un des polygones réguliers qui recouvrent la 
sphère , j le nombre deé angles qui s'assem- 
blent autour d'un même point, et z le nombre 
des polygones. Désignant l'angle droit par \/i^ , 
la surface de la sphère dont le rayon est l'unité 

est (36) 8u^, et celle dij polygone régulier -^-r^^. 

Or , l'aire du polygone est (57) , en appe^ 
lant S la somme de ses angles intérieurs : 

(*) Cette solution cle M. Laplace est i^objet d'une 
leçon dpnne'e en lygS , à l'ancienne École normale. 
Çiff^yPTt le Jaurnal ife V Ecole Polytechn. , cahiers 7 t\ 8 J« 
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donc on a : 

jnais le nombre des angles intérieurs du pOr 
lygone est égal au nombre dés côtés de ce 
polygone ; donc chaque angle intérieur est : 

SA slA {x—^) 



xa. 



jr étant le nombre d'angles qui s'assemblent 
autour d'un même sommet du polygone sphé* 
rique , chaque angle intérieur est encore égal 
a quatre angles droits divisés par y ; on aura 
donc l'équation ; 

SA 2.A(^x — a) /^4 

xz X y ^ 

ou 

yr (a? — a) + 4j^ = aa:r, 

équation indéterminée dans laquelle ccy y, z 
sont des nombres entiers positifs qui ne peuvent 
pas être plus petits que trois. 

Sg. Quoique cette équation renferme trois 
variables » elle ne peut être satisfaite que de huit 
manières. Elle donne pour ^ la valeur suivante : 

^ = ^ . (E) 
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Cette expression fractionnaire étant nécessai- 
rement positive , il faut que le dénominateur 
soit positif , ce qui donne : x(jr — ^ ) < ^Jf t 

on x< — -i^ — , ou enfin a: < 2-4- ■ ' 

Mais la plus petite valeur de j esc 5 ; d'où ii 

suit que la plus grande valeur de a -j y 

jr 3 



ou de a: 9 est a + 4 ^^ 6* Cherchons main- 
tenant les valeurs de z et de j^ qui corres- 
pondent aux nombres 5 , 4 9 ^ » ^ > ^^î ^^^^ 
les seules valeurs possibles àt se. 

\^. a?r:= 3 , auquel cas le polygone sphcrique 
est un triangle sphérique équîlatéral. 

L'équation (£) donne : 

On voit par icette équation qu'on ne peut 
|>rendre, pour la valeur de j", que l'un des nom- 
l)res 5,49^9^»^^ 1^^ ^^^ valeurs de z cor- 
respondantes à ces nombres , sont : 4 » ^ > ^o , 
«t l'infini ; 'd'oii il suit qu'on |»euc recomrrir 
la sphère avec quatre , pu liuit ou vingt, on 
une infinité de triangles éqnilaiéraux. 

2». Supposons le^ polygone sphérique de 
quatre côtés , ou a: 5= 4- 
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La TaleUr de z , donnée par l'équadoxi ( J?) , 
est : 

On ne peut prendre , pour la valeur de j ^ 
que Tun .des deux nombres 3 et 4 9 auxquels 
correspondent > pour les valeurs de js , le nombre 
6, et rinfîni. On ne peut donc recouvrir la 
sphère qu'avec quatre quadrilatères spbériqucs 
finis , ou avec une infinité de ce^ quadrilatères 
dont chacun est un infiniment petit. 

5o. On suppose le polygone sphérîque d^ 
cinq côtes , ou a: = 5 

On tire de l'équation {£) : 

10 — iy 

On ne peut prendre, pour la valeur dej^, 
que le nombre 5 , auquel correspond le nombre 
1 2 pour la valeur de 2 ; d'où il suit qù'om ne 
peut partager la smface de la sphère en pen^ 
tagones sphériques réguliers que d'une seule 
manière. 

4**. On suppose le polygone sphérîque de 
six côtés , ou a: p= 6. 

Prenant dans l'équation (JE) la valeur de % 
correspoiïdant , on a : 



\ 
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Au nombre 5 , qui est la seule valeur admis*» 
sible de y , correspond pour % , un nombre 
infini ; te qui signilSe qu^on peut couvrir la 
surface de la spbëre avec une infinité d'exagonet 
réguliers à côtés infiniment petits. 

40. Si l'on no considère que des polygones 
iiniSy on voit que la surface de la spbëre ne 
peut être divisée que de cinq manières , en 
polygones égaux et réguliers , qui sont le trian- 
gle, le quadrilatère^ et le pentagone, savoir: 
dune manière par le quadrilatère ou par le 
pentagone , et de trois manières par le triangle. 
Lorsque les polygones spbériques sont infi- 
niment petits , on peut les considérer comme 
des polygones rectilignes , et on a encore trois 
manières de recouvrir la spbëre , savoir ; avec 
des triangles , des carrés , et des exagones. En 
effet , dans ce cas , le polygone doit être 
considéré comme une très-petite surface plane , 
et on sait qu'on ne peut recouvrir une surface 
plane que par ces mêmes polygones réguliers. 

La spbëre étant supposée recouverte de po*- 
lygones réguliers , tous les somihets à!^% angles 
d'un même polygone spQt situés %^ un petit 
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Cercle de la sphère, et les droites qui joignent, 
deux à deux , les sommets de ceç angles, forment 
un polygone recliligne inscrit au petit arc de 
la sphère. Considérant ce, polygone comnw la 
face d'un polyèdre, il est évident qu'on aura 
autant de polyèdres réguliers à faces planes 
qu il y a de polygones sphérîques qui peuvent 
couvrir entièrement la surface dWe Sphère j 
d*où il suit qu on peut former cinq polyèdres 
réguliers à faces planes : pour trois d'entre eux, 
les faces sont des triangles , et pour les deut 
autres ^ elles sont des carrés ou des pentagones. 

4** ^^ polygone régulier sphérîqué a un 
centre. On détermine ce centre en divisant 
chaque angle intérieur du polygone en deux 
parties égales par un plan« Deux de ces plans 
se coupent suivant une droite qui rencontt*e 
la sphère au centre du polygone. Les arcs de 
grands cercles menés du centre du polygone 
aux sommets des angles intérieurs , divisent 
Faire du polygone en triangles sphériques iso*- 
cèlesi. Des trois angles de lun de ces triangles^ 
deux sont égaux à un demi-angle intérieur du 
polygone , et le troisième est égal à quatre 
angles droits divisés par le nombre de côtés 
du polygone. On a vu (38) que chaque angle 
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LA 
intérieur du polygone est ; d'où il suit 

que deux des angles înicrieurs du triangle sont 

^ ^ n A 
éeaux chacun à • Le nombre des côtes du 

\A 
polygone étant :t, — — est le troisième atigle 

•OC 

du triangle. Connaissant^ dans un triangle sphé- 
rique trois angles , on peut ( Géométrie des^ 
criptis^e , Supplément , art. i ï 4 ) construire 
le triangle. Ce triangle étant construit , Tare 

qui est opposé à Fangle — - , est le côte du 

polygone sphérique déterminé par les trois 
nombres oc^y^ z. On peut aussi calculer ce 
côté , au moyen des formules relatives aux 
triangles sphériqucs rectangles , que nous allons 
faire connaître. 

Des principales Formules de trigonoTfiétrie 

sphérique. 

42. Les relations entre les arcs qui mesurent 
les- angles et les côtés d'un triangle spbérique , 
sont exprimées par des équations transcendantes 
très-compliquées. En substituant à ces arcs 
leurs lignes trigonométriques > et recherchant 
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la propricic doùt ces lignes jouissent entre 
elles , on parvient à des équations algébriques , 
d'où l'on déduit directement ou par transfor- 
mations y la solution numérique d'un triangle 
sphcrique, en faisant usage des tables de lo- 
garithmes. On nomme Formules les équations 
auxquelles on peut appliquer le calcul des lo- 
garithmes* La méthode que nous allons suivre 
pour obtenir ces formules , suppose qu'on ait 
résolu géométriquement la pyramide trian- 
gulaire. ( Voyez Géométr* descript. , SuppL ^ 
art. io6 — 119- ) 

Du rapport entre les sinus des angles d'un 
triangle sphérique et des côtés opposés à 
ces angles. 

f 

43. Théorème. Les sinus des angles sont 
proportionnels aux sinus des côtés opposés à 
ces angles. 

Démonstration. Soit (PI. i , fig. 5 ) ABC 
un triangle sphérique. Joignant les trois points 
Ay B j C, et le centre O de la sphère par 
des droites , on forme une pyramide trian- 
gulaire OACB qui a les mêmes angles que 
le triangle sphérique ABC ^ et dont les faces 
BOC y COA ^ AOB ont pour mesures les 
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arcs de grands cercles BC , CA , AB j côtés 
du triangle sphérique. 

Supposons cette pyramide développée sur le 
plan de la face AOB , et soit ( fig. 6 ) ce déve-^ 
loppement ^ dans lequel les faces BOC'j AOC^ 
qui ont pour mesures les deux côtés a et h^ sont 
séparées par la face AOB de la pyramide ou 
par le troisième côté c du triangle sphérique. 
Nommons A ^ B ^ C les angles de la pyramide 
opposés aux faces a^ b^ c : on construit les 
angles A et B comme il a été dit ( Géométr^ 
descr. , Supplém. » art. 109). Soient DEG et 
jyPG ces deux angles , dont les plans CG , 
OG , perpendiculaires aux droites OA , OB ^ 
passent par le même point C ou C de Taréte 
OC ou Oa. Les côtés DG, UG des deux 
triangles rectangles DEG , D^FG sont égaux 
par construction. Or, en prenant 0C=^ OCi 
pour le rayon des tables : 

DG r=: sin ^ sîn 5 ; D'G = sin a siti Si 

donc 

«in ji Mb ss sin sin £ ^ 
OU 

sin A Isin B :: sin a : sin b^ 

ou , suivant l'énoncé du théorème , les sinus 
des angles d'un triangle sphérique sont propor- 
tionnels aux sinus des côtés opposés à cesangles^ 
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téÈ prôpor&ons résultent des trois ^UilUdiul 
^vantes : 

tÔ siti Asinhsszmu siti B \ 

(a) sin jB un r = sin & sio C > (/Q« 

(3) tin Cmutsd An fin A j 

De rÉquation fondamentate entre tes lignes 
ttigonométriques des côtés d^uri triangle 
sphérùjue et d'un angle de ce même triangle. 

44- a^hfC étant les trois côtés d^un trian^l0 
^pbérique ^ A Tangle opposé à luti quelconque a 
de ces côtés ^ on a Téquation : 

tos a ss cos ( ces c «j* siil I siii t cbê A. 

Soit (fig. 6, PL 1 ) OC ou OC le rpyon dm 
tables ; OF le cosinus de l^ngle fiOÔ = a , 
et on a : EG =5 cos A sin b. Ayant mené ES 
perpendiculaire à OB ^ et Gff parallèle à cette 
même droite OB » le cosinus OF est la somm<i^ 
des deux droites OK et KF^ ou OK et Gff} 

OKrsz cot t co$ Cf 

ÙHssEGm GSHhzÈG siii c^t^ A âin t An et 

donc: 

(1) OFastùiésBcaêtci9ÊC'J^siniûAeto$Ai 

On trouve t de la même maniée # les 
deux équations suivantes i / (^ 

(3) €08rss^€Os«ci>st*^smasmlcosCi 

5 
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Du Triante sphérique supplémentaite. 

45. Au triangle spliériqne dont les côtés soût^ 
a^b,c^ correspond un triangle supplémentaire 
(voy. Géom. descn , SuppL, art. 107 ) , dont 
les angles et les côtés sont snpplémens des 
côtés et des angles du premier. Nommant 
A^^ B^, C^ les angles de ce triangle supplc* 
tnentaîre ^ a' ^ V ^ d les côtés opposés aux 
angles y on a , en supposant la circonférence 
divisée en 4^0 degrés : ' 

Le triangle supplémentaire étant ce qu'on a 
nommé pyramide supplémentaire {SuppL , art. 
cité 107 ) , Tangle A' de cêtlô pyramide se 
mesure dans le plan de la face a de la py- 
ramide primitive ; par la même raison \ 
c est dans le plan de la face a' de la pyramide 
supplémentaire qu'on mesuré l'angle A^ car 
le plan de cette face af est perpendiculaire à 
i'aréie de la pyramide primitive» qui est opposée 
à la face a de cette pyramide ^ et les deux 
droites qui forment la face a' , sont perpen-^^ 
diculaires aux plans qui comprenneâit Tangle :^'« 
D'oii il suit que langle A^ étant de ^OQ^'^a\ 
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Je c6té a! opposé à cet angle A\ est !ioo^ — A\ 
On démontre de la même màiiière , que les 
angles B^ y C du triangle supplémentaire étant 
les supplémens des côtés b et c du triangle 
primitif y les côtés V y d opposés aux angles 
B^ y C , sont les supplémens des 'angles B tlC 
de ce dernier triangle» 

46. Les équations (i?) (art. 44) ^y^nt également 
lieu pour un triangle sphérique quelconque , 
et pour le triangle supplémentaire qui en dé*^ 
rive , on peut substituer ^ dans ces équations 1 
aux angles a^ by c, A ^ B ^ C dà triangle' 
proposé, les angles a\ i', c', ui'^ B^j C dvL 
triangle supplémentaire , et elles deviendront t 

j^iy «M. cos A = cos S cosC — sin S sîn C cos tf y ) 
(a) -**• cos B c= cos -/if cos C — sin ^ sin C cos ^ > / (^) 
(3) «- cos C a cos^ cos jB •— sin^ sin B cos c. } 

47* La valeur de cos c donnée pat l'équa-* 
tîon (5) (B) (art. 44) étant substituée dans 
l'équation (i) (B) ( même article ) , on a : 

cosa = cosâ cot'i 4" sii> ^ ^°^ cos5cosC «f- sin^sinccos^^ 

Remplaçant cos* b par i — sin* b, et suppri- 
mant le facteur commun sin b , on obtiendra : 

. tosa$inbssi-sinaxoiicos:C '{*nin€ QosAi 
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fttbstituant dans cette équation , pour sm c^ n 

_ sinasinC ^ . , ... 

râleur " ■ ' : " : " ■ > donnée par la troisième 

des équations (w^) (art. 45)9 elle dertent: 

(1) cot tf tin ( = cot AshkC -j^ coêttosCf 

et par analogie : 

(2) cot A sîn a = cof J? sm C -f* cos a tos C , 
(S) ^ot tf sin r=r cot yf sîn J3 -f^ cos e cos if, ^ v^/ 
Ci) cdt c sin a ;^ cot C sinB ^^ cos cos JB , 

(5) cot t sin ^ = cor B sin ^ 4* ^^^ ^ ^^^ -^ v 

(6) cot c shi ^ :s cot C stii\/4 -f- cos f cos ^^ 

Les quatre systèmes d'équations (^)f (B)^ 
(C), (£?)(art. 45— '4?) I expriment les relations 
simples qui existent entre les lignes trigonomé* 
triques des trois cdtés et des trois angles d'un 
triangle sphérique , et comprennent la solution 
de toutes les questions relatives à ces six élémens. 
De ces quatre systèmes d'équations , trois sen* 
lemant sont nécessaires ; un quelconque se dé 
duit des trob aittres. Chaque équation de Ton o 
l'autre système renferme quatre élémens du trian- 
gle sphérique 9 en sorte que trois de ces élémens 
étant donnés, le quatrième sera déterminé. 

On a deux systômeS d'équations (B) et (£>) entre 
deux côtés et deux angles , parce que les côtés 
peuvent être respectivement opposés aux deux an-^ 
glesyou comprendre entre euxrun de ces angles^ 






j 
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T^&S Triangles sphériques rectangles* 

48. Un triangle sphérique est rectangle^ 

lorsque deux des trois plans qui le compren* 

nent , sont perpendiculaires entre eux. Design 

nant, comme dans les articles précédens , Jes 

trois angles et les trois côtes d'un triangle rec-* 

tangle , par les lettres jé ^ B^C^a^ b^Cfei sup« 

posant que Fangle A soit droite les équations (i) 

des systèmes (J) , (B) , (C) , (D) (art. 45 — 47) , 

donnent : 

/ N r K» N • ***** 

(0 (£) «-««-ry» 

{pkj (£) cos asscos b cos c , 

(3) ( JS^ coft a = cot J? cotC , ou cos tang BsseoiCf 

(4) C^) col a = coi > cos C. 

L'équation (a) du système (C) (art. 46)» cl Fé- 
qnation (5) du système (D) (art. 4? ) » donnent t 

(5) (£) cos£ = sinCcos», 

(6) (£) cot Ji s cot ft sin r« 

Les six équations (£) sont sous la forme 
convenable pour Tubage des logarithmes. Elles 
ne donnent pas seulement la solution . des 
triangles rectangles , elles peuvent encore servir 
à résoudre les autres triangles ^ qui sont tou- 
jours décomposables en triangles rectangles, 
comme on le verra dans les articles suivans. 



( 7«>) 
Des Pofyèâres réguliers. (PI. i , fig. 7 ). 

49* Pour faire une application de ces for- 
mules {E) , relatives aux triangles rectangles , 
proposonS'DOus de déterminer le côté de l'un 
des polygones réguliers dont on peut recou* 
vrîr la surface d*une sphère. On a vu (art- 41) 
que chacun de ces polygones a un centre , 
qu'il est décomposable en autant de triangles 
isocèles égaux entre eux, qu'il y a de côtés 
dans le polygone. Considérons (fig. 7) un de 
ces triangles ACB , et décomposonsrle en deux 
triangles rectangles sphériques ACD , CDB , en 
menant par le centre C du polygone qn plaa 
perpendiculaire au côté de ce polygone qui 
^rt de base au triangle. On connaîtra, dansTuu 
ou l'autre des deux triangles rectangles , le demi- 
angle intérieur DAC du polygone , qui est égal 

(4i) à ' ' '■> etTangle — ^ opposé au demi-, 

côté AD du polygone , A étant Tàngle droit, ou 
de 100**, ^ le nombre de côtés dupolygonç, 
y le nombre d'angles ou de polygones qui s'as- 
semblent autour d'un même point de la sphère. 
L'équation (5) (E) ( art. 4^ ) donne ; 

^ cos B 
ÇQ* h = . ^. . 

sm C * 



(7«) 
Supposons que b soit le demi-côté JID àvk 
polygone sphériltpie , on aura : 



cm 
cos AD es 



. »A 

«m — 



■i» 



C!onsîdérant ce demi-côté a4D comme appar- 
tenant à deux des polygones sphériques qui 
couvrent la surface de là sphère ^ l'angle des 
droites qui joignent les centres de ces deux 
polygones est égal à Fàngle des deux faces 
planes du polyèdre rcgulîeV , qui borreâpondeut 
aux deux polygones, et il a pour mesure le doubla 
du côté CD du triangle sphérique rectangle 

ACD^ opposé à l'angle — ^. 

Le plan AOC du côté AC du même triangle 
3phérique9 contient le triangle rectangle j^O^^ 
qui a pour hypothénuse le rayon AO zs: R àt 
la sphère circonscrite au polyèdre , et pour côté 
adjacent à l'angle droit , . le rayon OEz=zr de 
la sphère inscrite au même polyèdre* Or, le 
cosinus de l'angle AOE formé par ces deilx 
rayons est , d'après l'équation (3) (£) (art. /Ifi) ; 

çol — — «cot*— *t 

/ • .■ * 
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donc on a: 



ou 



(0 



R cos jiOK =c H.coU — col • 






JX étant lliypothcnuse du triangle rçctilifpe 

AOE^ et r le premier cdté adjacent à Tangle 

droit, concevons par \% second c6\^JMy un plan 

perpendiculaire au ra^on OE de la sphërç 

inscrite* Ce plan contient iine face du polyèdre 

régulier, et par conséquent la cordç AB du 

côté du polygone spbérique. La moitié AF de 

cette corde » le cété AE du prepiier triangle 

reciilign^ ^OJ?^ et la pa:*pendiculaire£/^sur 

le nptiiîeu de la corde ÀB , forment un second 

triangle rectiligne AEF dont l'angle A^F % 

^A 
pour me3ure ■ > _ ■ yr , car les droites JËF> ^A % 



X 



sont dans un plan AEFy pen^endiculalre à 1^ 
droite OE^ et mesurent langle AEFdes deux 
pians AOC y COD, Nommant 2^ la covà^ AP.x 
qui est le côté du polyèdre régulier ^ 



AV^ 



AF 



ûnAEF 



A A 



êUk 



pans Iç ^ri.ç^nglè AQf^ rçç;angle en ^, on a^ 



C75> 

pour la seconde c<|uatioii entre les trois quan^ 
titcs /{ , r ex s : 



4Ai»(. 



s) 



Connaissant une de ces trois quantités » on 
déterminera ^u moyen des é<{uatian^ (i) et (2)^ 
les deux autre$, et on pourra construire leà 
cinq polyèdres réguliers à angles saillans » et 
Il faces planes qu'on a définis (art, 40 )» et qui 
correspondent aux cinq polyèdres réguliers 
sphériques pour lesquels on a déterminé (art^. 
38) les valeurs de a: et j, 

J)e la résolution des Triangles sphériquest 

. obliquangles. 

5o. Problâme. De ces quatre angles d'un 
triangle ^phérique , deux dotés a txb ^ et deux 
angles respectivement opposés A ti B ^ trois 
étant donné», déterminer le quatrième? 

Solution. Ce problème en compreiid deux ; 
où Ton . donû^ deux càiés u^b et un angl^ 
j^ , ou deux angles A tiB ^ et un des côtés a 
PU b. 

Qp tire de l'équation (0 (^) C^^^* 4') 2 
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■ 

* » . sin a sin JS 

««^ = r-T — y («) 

sîn h sinA • ,,. 

. sin -P ^ ^ 

Dans le premier cas , la première (a) de ces 
équations donnera la valeur de sin ji , et dans 
le second, on aura, par Fcquation (b), la 
valeur de sin a. 

5i. Pao^LéMi. De ces quatre angles à^xta 
triangle spbérique , trois côtés a, b^ c et un 
angle A ^ trois étant donnés, déterminer le 
quatrième ? 

SoUttion. Cette question en comprend trob; 

1*. Déterminer A par a, &, c; 

a®, a par by c. Ai y . --,. 

-. r • ' ' Wrorez art. 5$) 

5^- & par a, c, ^. i ^ -^ ^ 

!•. L'éqtiation (i) {B) (art. 44) donne : 

N. 

. cos 4 '^— cos & cos e 

SID O SIQ C 

d'où Ton tire.: 

+ cos a — cos ( ( 4- e ) 

sin 9 sin c 

On sait que 

. 4 

ces 4 s5 a cos* -*— •-« t > 
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a 

ces a r=: 2 cos* ^-^ •— i • 

a' 

Substituant ces valeurs : 

a(co..-î-_co,»(i±i)) 

I 4- cos ^ :=: ■ . ■ . 

•" ( »i ; •"» V — s — ^) 

sin ^.sin c 

- . -/^ cos (ft — c) — coso 
1— ros ii = â sm* =: . - . ■ ■ 



2 sm 



A "" 



tang-«— -j«V^^ 






2 







CeUe formule déiermîtie Fa^igle A y au moyeu 
des trois côtés a ^ 2^ , c du triangle «phériqucn 

5^. On parvient encore à cette formule par 
les considérations géométriques suivantes. 

Âjranl construit la fig. 6, PI. i , on prolongera 
les droites CG , OG en £/ et en / , de ma- 
niëw quoB ait C'F:=zFf^ ÇEz;=:Elji ensuite 
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on mènera lc$ cordes CL, LDy DC. On con- 
naît les arcs a^ bj c ^ j4 qui mesurent les faces 
de la pyramide C^OB , COA^ AOB, et 
l'angle DEG opposé à la face a ; il s'agit de 

, ' , DEG A 

trouver la valeur de tang ' ." ■ ^ " = tang — • 

Prenant OC ou OC^ pour le rsrjron des 

tables de sinus , EC ou EL = sin & ; . , 

. . A 
X)L = a sin & sin — . Le triangle CDL étant 

rectangle en D» on a pour seconde yaleur 
de 2?L : 

Dans le triangle GC'L^ l'angle G est égal à 
l'angle AOBy et a pour mesure l'arc o. On % 
donc la proportion : 

^w . ^^, ^r CL.smGC'L 
àin r lOfJli :2 sm GOL {QL = •« 1 — ^— , 

sia £ 

et 

777» 3 sifi &.£''£. sin GC^Zf . . ,, - ^ A 

fit 35= — -T — ?— p = 4 $m* J «m* — -; 

$in ç ^ 

ifoii l'on tire : 

A CL.smOaL 

liiaîs 

.Ç'X:^asm — — = asin( — r — ■ 1 



=^*"% 1 ^/ 



(77) 

= sm f * -ï-^^ — ^-^J ±= smf — î J. 

Substituant ceà valeurs de CL et de sîn GC'L^ 
on a : 

•iri* sss sia ■ ■"• ■ ' ■ " ■ . ■■ •"■ '■ : — I— -*————/ 

On trouvera , de la même manière i la valeur 

A 

de cos» *— , en calculant les trois triangle^ 

CED^ CDL , et CGCK Dans le premier d^ 
ces triangles » on a : 

Ci>s=Acos .JBCssàcos-— .sîn hi 

dans le second , on a : 

cET ^CLx CG±ii% sitLtXG. 

L'angle CGC du troisième triangle étant fe 
supplément de l'angle c^sin CGC = sine; or^ 
sin CGC est à CC, comnie le sinus de CC^Q 

ccK sin caa 

est au côté CG j donc CG = sine " ' ^ ' ^' 

Substituant cette valewr de CG d«is celfe 
de C/>\ on a-r 
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d*où Ton tire : 

liC 



COK 



a asin^.sinc asin^.sinc 

sia^»sin^ 

J A 

Ajant les valeurs de sin -— et cos — , le quo- 
tient de la première , divisée par la seconde , 
donné la formule (5 1) , au moyen de laquelle on 
détermine un angle d'un triangle sphérique 
dont on connaît les trois cotés. On se sert 
de cette formule pour la réduction d'un angle 
à rhorîson» 

55. a®. On connaît dans un triangle sphé- 
rique , les deux côtés 6 et c de ce triangle , et 
Fangle A ; on demande le côté a opposé à cet 
angle ? 

La première à.ts équations (i?) (art. 44) donne : 

cos a ss cos ^ cos # 4* ^i'^ ^ ^^'^ ^ ^^^ ^- 

Si OU suppose tang c cos A = tang^ , on aura : 

sin c cos ^ == cos c tang 1^ ^ 

et 

cot a ES cos c (cos & 4* ^i^ ' ^^S ^ ) * 
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OU 

cos c (cosi coft^ «4" sin i sin ^) cas t cos ^ - ^) 



cosf cos 9 

S^. On demande le côté h y au moyen d» 
âeux autres côtés a et c> et d'un angle A 
opposé à Tun' des deux côtés ? 

L'angle/^ étant donné par Téquation « « • 
tang ^ = tang c cos A^ on tire de la dernière 
équation (53): 

^ ^ . €08 tf cos ^ 

cos ( 9 «-^ ) SSS - ' ■ ' ■' -^* 

^ ^ ^ ^ . COS ^ 

Pour ces deux derniers cas, on décom- 
pose le triangle sphérique en deux autres 
triangles rectangles , par un arc mené du 
sommet de Tangle B de ce triangle perpen- 
diculairement au côté h opposé à cet angle \ cet 
arc divise ce côté en deux segmens <^ et ^\ 
adjacens Tun à Fangle A , et l'autre à f angle C« 
£a effet ^ mettant l'équation ....«• «^ « « • 
tang ^ = tang c cos A , sous la forme de l'équa- 



I 



tion (4) Œ) (art. 481 -^ cos ^ = 5 

OU cot ^ cos A =: cot c r on voit que les côtés c 
et ^ comprennent entre eux l'angle >df d^uu 
prerbier triangle) sphérique rectangle , dont 
Vangle droit est opposé au côté c. Le second 
iriangle rectangle est formé par l'hypotfaépuse 
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u et par le côte V; en soçte ^u'oii a data ci 
second triangle rectangle : 

€ot a =s cot p* Cù$ C» 

54* pROBiiMis. De ces qnatre ttigles , deut 
côtés a et bf et deux angles A eiC dont un 
teul est opposé à l'un des côtés donnés , trois 
étant connus , détermider le quâtriènié ? 

Soluiîon. Ce problème en renferme quatre \ 

lo. Déterminer A par a^b^C ; 
iÊ^. bi^dxu^A^Ci 

5*. a par 6, A^ Cj 

4®. C par a^b^ A. 

i^. La première des équations (D) (art. 4? ) 
donne : 

&tnC 

Pour réduire le second membre de cecie équa« 
tion en facteurs » on fera : 

cot 0= cot^^ cps C| 

(e qui revient (55) à diviser le triangle proposé ett 
deux triangles rectangles , par un arc qui par*^ 
tage le côic b en deux segmens 4 et 4' , comme 
dans l'article précédent. Substituant cette valeur 
de cot a , on aura : 



ftin C ' 

bu 

cotisa ■' f 'iii U . ^ , >i N- . f . > 

4' ^tant le segment de b adjacent à l'atigle d; 
2^» Déteirminer b par a^ A;^ Ci 
La dernière équation donne : 

et Tare ^' est connu ^ puisqu'on a par hypti^ 
thèse , cot y cps C = cot €>• 

5*. Déterminer o par b^ A*^ Cl 

' «- 
Pour réduira en fàcteuts rétjuation (i) (2^) 

fart. 47), 

, i <;ot ^ Bill; , . i *^ 

fioît cot A = cos 6 tang 4* £û comparant cette 
ëquation à la troisième {E) (art, ifi)j on toit qiié, 
les deux atiglès ^ et 4 appartiennent à uii 
triangle spheriqtle rectangle ^ dans lequel le 
tôté b est opposé à l'anfi^b droit. On bbtiênt 
ce triangle en abaissant du son^met dé Tangle C 
dû triangle à résoudre , un arC peiipendiculairc 
àii côté c. Uàngle 4 > q^® ^^s plans de bèt at'c 
ti du bôté è' font entré eux '^ est adjacent aii 
côté ô; 

B 



Subsûtuam . la valeur de cot^i^ on a : 

col a = cot 3 ( sin (7 tang >)/ -f~ ^^^ ^ ) 

= ■ ■■ : ' ( sin C sin ^1/ 4- cos C cos d/ ) • 
cos4 

ou . 

cot h cos (C -— ^ ) 



cot a 



I ■ ji 



cos ^ 

4®. 'Déterminer C par a^ b^ Al 
La dernière fsqaation donne : 

>/, , N Cos4/,cot« 
tos(C-4.)= ,^„,, , , 

et l'angle 4 ^^^ cotinu, puisqu'on a> par hy-* 
po thèse , cot ^ js^cÔs b tang 4- 

55. Problême. De ces quatre suigles d'un 
triangle sphérique, trois angles -^, B^ C, et 
un côté n y trois étant donnés » trouver le 
quat]:ièn[ie ? 

* • 

• Solution. Cette question en comprend trois : 

I®. Déterminer le cote a au moyen des trois 
angles A ^ B^ Cl . 

2*». Déterminer A par le côté ta qui lui est 
opposé, et par les deux angles B.^ C adjacens 
à ce côté a? . .' 

,^ 3«* Déterminer J?.par le côté d, et les deux 
angles A^ Cl 
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Oû résout ces trois cas pat les formulée 
Suivantes : 

j4^B—C^ J—B+C\ 

tOS « t , ^ t ■ tos M ' Ti ' , i t i , 

f.cot^=X / / t L__V 

..A+Cri-^. b + c-.aÇ 



Vf 



>C0$ ' ' " t i I 'r' .i i- t^i 



- cosCsin(J3— t) 



SIQ 7 



^ ' côs C 



56. On obtient ces formules "pax la consî* 
dération du triangle supplémentaire dont on 
a désigné les angles et les côtés (art.'45)!P^f 
les lettres û', è^, c', A^^B'^ C^ En appliquant 
à ce triangle la formulé de l'ai^t. 5i , on aura : 

s.n(^-- jsm(^ J 

■il *■! <«■ 

siil • ■ ■ ' — ' ' 








Substituant à ces angles leurs supplémèhS , cette 






équation donnera la valeur précédente de cot-^. 

L'équaiîon (i) (^) (art. 44) devient, pour Içj 
triangle supplémentaire : 

COS a' = COS ô' ces c* + sin ^ sîn c' tos A^. 

Pour réduire cette e^uâtiou en façteur»^^ OU 
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suppose t 

tang ^ cos ^^ =s cot.Vf oQ tang C cos o =s cdl #^ 
Subsuiuaac cette valeur : 



CQ34l^eS€«i 



\ siii 9 / sih 1» 

Mettant^ au lieu de a^ &', c^ leurs supplémens^ 
cette ^ équation devient : 

cosy<= ■ ; ^ ^; 

sm sr 

d'où Ton tire : 

. ^ -- ^ cos ^ sifi ir 

6t l'angle ^r est donné par réquation 

tang C cos a :75 colf ir* 



i«lii*^BAw«MPai^»* 



©ô fo Rêsi^tHtîonâ'¥ntricmçt0sphé'i^ 
oh connaît les trois ^ôtés , c« supposant ces 
00tés très-petits par rapport au rcQron ds h 
sphère sur laquelle on les a mesurés. 

57. Lorsj^é les longueurs des côtés des 
triangles sphériques sont très-^petites pv rap- 
port au rayon de lai sphère , les tables tri- 
gonométriiques n'offrent plus iine 'pricisîon 

#aâiâdiite pour le (^^ 4es iwidei ($t d9C oéiési 
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il est nécessaire , dans ce cas « d'avoir recours 
à une solution telle qu'on puisse estimer les 
difiérentes parties du triangle à une quantité 

de l'ordre --j- , r étant le rayon de la sphère » 

et n un nombre entier d'autant plus grand , 
que l'approximation est plus exacte. Pour ar» 
river à cette solution y qu'on reprenne l'équa* 
tien (i) (B) (art. 44) 

. cdsa — cosS CAStf 
$inbsiac 

Soient «,/},> les longueurs des c6tés mo^ 
sures sur la sphère du rayon r^ les côtés a » 
by c deviendront : 

f ^ y 
-J-f ~:> ^^f 

T r T 

et }'é<|uation précédente Se changera éil cellé-ci , 

ut (i y 

cos -^cos— — cos*— 

r r r 

. fi > y 
r r 

Les développeinens connus pour sia oc qt cos ^ 
donnent : 

cm s s: dp •«• -l- ■ ■ ■ ■■ — — etc^ 
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Faisant saceessivemenl a:= — , a:=: — , a: = — > 

r r r 

et négligeant les quantités au-dessous de Fordre 
-TT ; on aura : 

cos— =1 --J — -- — .; sip — = — — — 5-T| 



cas — s= 



fi fi* . fi^ ^ . fi fi' 






r ^.3r 



3 



— --jt sm — =-T 



y _ y . y* . _• y y y 



.5 



Substituant ces valeurs , effectuant les pro- 
duits en négligeant les fermes au-dessous dp, 

l'ordre —r , on a : 



j 2, 2.3.4''* 4''* 



/3y 



/ • (g' H- y' A 



or , ■ ■ ■ " '■ : T' donne ( en effectuant la 

division) pour quotient ^^z^proché jusqu'aux, 
quantités de Tordre de --jr '• 



'. .1 



/8' + V- (^-+V')-. 
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Substituant , au lieu du facteur, ce quolîent , 



on a : 



a a. 3. 4. y* 4''* 4'3.r* a.4«9.r4 

négligeant lé terme divisé par M, 

_ iÔ' 4« y' — #* <t^ -4" <g^ + r^ "^ a ft'jg' — â «*y* ^.- 2 ;8» y* 

Si on supposa le rayon r infini ^ ou — = Q ,, 

la surface sphérique se transforme en un plan , 

et le triangle sphérique en un triangle recti- 

^ ligne qui a les mêmes côtés « , fi 9 y i la valeur 



ce^ 



de cos ji se réduit à — ^' Nommant 

A' l'angle du triangle reçtiligne opposé au 

côté tty OVL SLl ^ 

COS ^ 2^3 ■■ *i^" I ■ 1 ■ -• 

a/Sy 

Pe celte formule de trigonométrie rectîligoe , 
on tire : 

Sm ji'-ZZZ 111 I ■■ ■ • I m. I I » I l«L m 

• 4^V 
donc 

^ cos ^=: cos ^ — « r-- — ^ 

a. 3,1:» ■• - '/ 
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ùt , -'r;?rr — r— esi 1 aire du tnaogle reciiligne j 
^n la nommant ê ^ on anrà : 

tOS A ZSS QC^ A' '^ ^ 



A = A'+ • 



3> ' 
çpf f v<*+ ot: J 5= CQ» ><' cos «-T- -T- sîn ^' sin ^-j ; 

pa négligeant les quantités 4^ l'dr^re ^ f 
pn a: 

donc 

cias ^4< + ^ j == CQS ^'~ -— _ s=: ço^ ^; 

4'où il suit qu'on a : 

ji I 

on a f par la mémo raison : 

^ ^3/»*^ ^3r^* 

puisque la quantité A est une fotxction syxné* 
trique des trois côtés (^ , fi^ y. 

Ajoutant ces trois dernières ^quat^ons , elles 
donnent : 

mais 

A' + A' + G' = deux droits == aB | 

donc 
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or ^ le second mesmbre de cette équation , est 
Texpression de la surface du triangle sphérique 
(art. 56); donc, en négligeant les quantités de 

Tordre «r-r, Faire du triangle réctiligne est 

^gale à celle du triangle sphérique ; et Tune 
peut être prise pour l'autre^ sans qu'on ait k 
craindre une erreur sensible , lorsque r es% 
trës-grapd p$^r rapport aus^ cotés du triangle. 

^ 58. TpÉoi^EME. Étant proposé un triangle 

sphérique dont les côtés sont très-petits par rap-* 

pOT% au rayon de la sphère « si , de chacun de 

ses angles ^ on retranche le tiers de Texcçs de 

la somme des trois angles sur dèut droits ^ les 

angles ainsi diminués pourront être pris pour 

les angles d'un triangle réctiligne y dont li^ 

çôlés sont égaux en longueur à ceux du triangle 

sphérique j ou en d'autres termes , le. triangle 

sphérique très*peu côufhe^ dont les angles sont 

^, jB, C> et les céteâ opposés a^ ^^ 4^, rét 

poiàd toujours à un triati^e rtittilighé éqtiit 

valent en surface , et qui a les côtés de mémo 

longueur a^ b ^ Cy tl dont les angles opposés; 

. ^ ces côtés , sont : 
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« étaut l'excès de la somme des angles du triangle 
sphérique proposé sur deux angles droits (i) ? 

Démonstration. Les angles du triangle 
rectiligne ayant été désignés par les lettres 
A^y B'j C'y on a les équations 

Or, — = ^ + JÎ+C— aP, etc. 



Pe la solidité d'un parallélipipède oblique donê 
on connaît les arêtes , et les angles que ces 
arêtes /ont entre elles. 

59. La recherche de Texpressian du volume 
de ce parallélipipède est une application très- 

(1) Ce théorème a été donné par M. Legendre , en 1 787, 
{Voy. sa Géométrie, 9*. édition , pag. 4^6). Ce géomètre 
€n a fait Tapplication la plus heurtuse à la mesure du 
méridien terrestre. ( Voy. la Correspondance , tom. I^^ ^ 
pag. 387). 

On peut encore se proposer de résoudre un triangl# 
sphérique dont un côté seulement est très-petit par rapport 
au rayon de la sphère. C'est de là que dépend la détermi^ 
nation des Ipngitudes et latitudes. (Voy. la Correspondance^ 
tom. li , pag. 236 , article de M. Tuissant )^ 
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simple de la formule (i) (art. 44)- Nommotis 
J\ ^^ A les trois droites AB ^ AC^ AD (PI. i, 
fig. 8 ) j arêtes d'un parallélipipède qui concou- 
rent au même point A\ Le parallélogramme 
construit sur les côtés J\ g ^ pour expression 
fg sin (/i g). Menant , par le point D , extré- 
mité de Tarête AD=^hy un plan DKO per- 
pendiculaire à l'arête AB =^f\ et dans ce plan 
les droites jDA^, DO perpendiculaires, lune à 
la droite AB , Tautre au plan ACBU ^ on 

aura> ; 

DOsnDKsmDKO; 
mais 

donc j le volume du . par^Uélipipcde est : 

Jgh sin (y , é' ) sin (/, A ) sIn DKO. 

-Considérant la pyramide formée par les trois 
prêtes y, gj h di^j parallélipipède ^ on a ( for- 
mule (i) art. 44) • 

^^. t\vn €os (gi A) — cos C/f 8^ cos ÇA ^) , 

COS JE/AU = . p— : — --. V . r r ' j.\ > 

sin C/, ^ ) sin (y, A ) 

d'oii l'on tire 



o«j/ 



sin'C A g) sin»( /; A ) — { cos (^, A) — cos (/, ^)cos.(/, A) f»\ 

■ m I ni— — fc - 



"nC/;^)«n(/, A) 

donc le volume du parallélipipède est .* 
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OU I 

» 1 

Eemarqiiani que la quantité sous le radical est 
«ne différence de deux carrés , décomposaUje 
en deux facteurs, et nommant «9 />> > les angles | 
des arêtes du parallélipipède , prises deux à deux 
dans Tordre suivant : (/, |r ) , (/, h) ^{g^h), 
l'expression du volume devient : 




wmmm^'^m^mmmmtmmm^^Êmmmmm.^fttU 



L+^+yX . /«4-/« — y 
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P^ quelques propriétés dont jouissent les 
projections orthogonales des lignes droites 
sur trois axes rectangulaires » et des aires 

planùs sur trois plans perpendiculaires enM 
eux. 

60. On projette ( art« 9 ) une droite sur w^ 
^utre droite , en menant par les deux ^irémités 
de la première , des plans perpendiculaires à la 
seconde. La partie de cette seconde droite f 
comprise entre les deux plans , est h projectîM 
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lîfiéaîirê de la première droite. La projection 
orthogonale du cootonr d une aire plane soie 
un plan iise dont la posiiion est donnée^ 
compirend nme portioii de ce plan qui est la 
-projection superficielle de Taire plane. 

11 suit de tM définitions ^e lorsqu'une 
droite ^ ou uhe aire piane , se meut dans Tes- 
pacè parallèlement à elle-même , la projectioii 
linéaire de Tune , ou la projection superfi<^ 
cièlle de l'autre , en changeant de position , 
ne varie pas de grandeur. 

La projection lincaire dnn polygone se com- 
pose des projections linéaires de ses côtés, 
soit que ses côtés soient situés ou non dans 
un même plan. La projection linéaire dun 
côte ^elconque d'un polygone fermé , est 
:égafle à la somme des projections linéaires de 
tous les autres côtes , en prenant les unes po^ 
sitivement , et les antres négativement. D'où 
ii )&uît que lorsque deux polygones fermés ont 
un <îÔté Goinmnn \ la somme des prQJection$ 
linéaires de tous les autres côtés est la même 
•potnr Flin eft l'aùire polygone* 

i 

* 

6« • THiSontMC. Le carré d'une ligne droitif 
^st égal à la somme des carrés de ses trois pro<A 
jectkms linéaires sur trois axes rectangulaires ? 



C94) 

Démonstration. Soit a la longeur d^uxfn 
droite dont la direction est déterminée par 
les angles «, fi^ y^ que cette droite ou sa 
parallèle fait avec les trois axes rectangulaires. 
Nommant p^ p\ p^^ ses projections sur les 
trois axes , on- aura évidemment : 

r 

p z=z a cos d^ p' z=i a cos fi, p^f ^r a cos y. 

Carrant ces équations , et les ajoutant , on aura : 

P^ + P'* + ^"* = û* ( cos «• + cos fi* -J- cos 7* ) 2 
or (art. i4) 

cos «* -^^ cos fi* -f* cos y» t=: I ; 

donc , on a , suivant l'énoncé du théorème î 

« 

«• = p» + p'» -f- pff\ 

Multipliant les valeurs p^ p'^ p^^ scpavément 
par cos tty cos ^ , cos^^ et les ajoutant^ on aura: 

aznp cos H + p* cos ^'^rP^ cos y. 

Ce qui signifie qu'en projettant les trois droites 
p^ p^i p'' sur la drpite dont la longueur est 
a, la somme de ces pjrpjections de projections 
ne diffère pas en Ipt^gueur de la droite a. 
Considérant, dans un parallélipîpède rectangle, 
la diagonale comme la droite dont la longueur 
est a , et les trois arêtes partant d'une extré-^ 
mité de cette diagonale , comme les projections 
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libéàircs p, p\ p'^ de la diagonale sur ces 
arêtes , on verra facilement la vérité des deux 
dernières équations : 

Problème !«*•. 

6:2. Connaissant, dans uù parallélipipède , 
les trois arêtes AB y AC ^ AD (PI. i , fig. 8), 
qui concourent au sommet A de Ttin des angles 
solides de ce parallélipipède , et les angles qu6 
ces arêtes font entre elles y déterminer la lon^ 
gueur de la diagonale AA' ? 

Solution. Soienty, g y ky A les longueurs des 
arêtes AB y AC , AD , et de la diagonale AA^^ 
on aura : 

^»=ZD'*+ A* + a i.u^fl'. cos D^D'; 

or 



AD' =;=/* + r + a/^ cos (/, ^) ; 
donc 

y<* =/• ^ é^»+ A*+ a/^ cos(/, g) ^^h.AD' . cos DAD\ 

Projettant les trois côtés du triangle ABD^ sur 
l'arête AD == A , on a ( art. 6i ) : 

'AD' cos ( DAD' ) =/cos (/, A ) + ^ cos (^ , » ). 
Substituant dans l'équation précédente y 



Nommant 5, C, D, les trois autres diago- 
hales 55^ CC^ />/)', on aura , 

B-=p + S* + h- 
^SLjg cds (/^ tf ) — à/A cos (/, A) 4- ai^A cos (^, S)^ 

^2fgcoè(Jfg) + a/A cos (/, A)— 2^Ac0s («•,*)! 
+ a/^ cos (A ^) ^ 2;/% cos (/ , h) — ajA cos {gi h); 

d'oîi il suit que Ja «drame -#^»w|*JÎ»+C*+J> 
est égaje à ja sommcdes carrés 4/**4'4ê^'+- 4^*5 
c'est à-dire que , danâ un parallélipipëde oblique i 
la somme dès carrés des quatre diagonales est 
ji^ale à 1^ scMttime dés carrés des douze arêtes: 

pROBh. Iti 

65. ' Cdnnaîssani les j^rojectîôlis dWe droite 
t) sur troi$ ,ayçs jrjectatngulîiiiîes j on deinaûdé h 
projection de cette droite D sur une autre 
droite JP' doiiLtJap<isit)ojai fist idomiée par fap- 
pOT\ sitix axes reclauigu^ires ? 

Solution. Soient « , jSt , >* les angùs que là 
droite Z^-Àtf iatec les' trois axes rectangu- 
laires ; <F I 4 a ^ 1^ angte que la droite l^j sttr 
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laquelle on la projette, fait avec les mêmes 
axes ; nommons a la longueur de la droite 
D ^ b la longueur de sa projection qu'il s'agit 
de trouver, c l'angle des droites Del D' ^ on 
a (art. i4) • 

Êos c =: C06 « cos 9 -f* cos fi cos 4^ "f" ^^^ 7 ^^^^ ** 

Multipliant cette équation par a , elle devient : 

a cos cu=za cos a cos 9 -j* ^ ^^^ /^ ^^^ ^ H* ^ ^^^ V <^05 « ^ 

mais 

a cos £ issb f 

et (art. 61 ), 

« cos et s=:p , o cos /d = p\ a cos y sssp^j 
donc 
(i) S = /? cos f + /^' <^o* 4^ + P^ ^os ». 

Soient q , ^', ^'', les projections d'une autre 
droite af sur les trois axes rectangulaires, et 
b^ sa projection sur la droite dont la position , 
par rapport à ces axes , est déterminée par les 
angles 4> , -^j'jr^on aura : 

(2) ^ = y cos 9 4- 9' cos 4" -f* ^^^ cos » ; 
de même pour une troisième droite a'' : 

(3) i'^ = r cos ç + r' cos 4/ + ^^^ cos »• ' 

Ajoutant les équations (1)^. (a), (5), et nom- 
mant B la somme è-f- ô'+6'^ . . , Pla somme 
P + ^+ r. . . , PMa somme ;^'+ ^'+ r'. . . , 
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P^ la somme ^'^+^''-+-r". . . , on aura Téqua- 
tion : 

£ =P cos 9 4- P' cos 4^ 4- P" COS T. (f) 

Considérant les droites a , a' , a''. . • comme 
les côiés d'un polygone situés ou non dans 
un même plan , les sommes P, -P, P^^ sont les 
projections de ce polygone sur les trois axes 
rectangulaires , et B est la projection de ce 
même polygone sur une droite qui fait, avec 
les trois axes rectangulaires , les angles <$ » 4 » ^* 

64. Problême. Connaissant les projections 
Py -P, P^ d'un polygone sur trois axes rectan- 
gulaires , on demande les projections B, B\ &^ 
de ce même polygone sur trois autres axes rec- 
tangulaires , ayant même origine que les pre- 
mières ? ( Pour distinguer le premier système 
d'axes du second système^ on nommera les 
premiers , axes des âc , des y , des s ^ et les axes 
du second système, axes des a:\ des/^, desz'.) 

Solution. Soient <p j 4 > ^ ^^^ angles de l'axe 
des œ' ^ et des trois axes du premier système^ 
<f', 4^ ^ ^^ 4>'^ 4^^ ^'^ l^s angles que ces trois 
axes font avec les axes des j*^ et des z' du second 
système. 

L'équation {é) de l'article précédent donne , 
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pour la valeur B de la projection du polygone 
sur l'axe des x^ : 

B :=:P ZOS (^ -\' P' CCS -^ -{- Pf COS «• (é) 

On a de même , par rapport aux deux pro- 
jectioris B^ et B'^ sur les axes des y^ et des z^ : 

B' =P COS Ç' + P' COS 4/' + P" COS »' , (tf') 

£"=Pcos<p// + Pcos^^'!^ + P'' cos,'S (^e^) 

Carrant les membres des équations (e) , (e^) , (e'Q , 
les ajoutant, et observant qu'on a (art. i4) = 

COS* (p 4" ^0** ^' +* ^°** <p" = I I 

COS'i}/ -j- COS* 4''+ COS' 4'" î= I > 

COS' » + COS* t' + ^os* w" = I , 

COS ^ COS 4' + COS 9' COS 4^' + COS ^^ COS 4*" = o , 

COS 4^ COS X + COS 4^' COS »' -j- Ci)S 4^^^ COS »" = o , 

COS » COS (p + COS »' COS (p' + COS »" COS (p" = O, 

la somme des carrés des seconds membres 
se réduira à P* + P'* •+- P^^^ , et on aura 
Féquatîon réduite : 

J5» 4, £'» + ^//» = P« + P'« + P*/* ; 

résultat très-remarquable, en ce qu'il est in- 
dépendant de la position respective des deux 
systèmes d'axes rectangulaires. 

65. Multipliant les équations (e), (e'), (e'^) 
respectivement par les quantités cos<|>^ cos^', 
cos V, et les ajoutant, on. aura: 



I 

4 
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-B cos (p -}- J5' cos ç' -|- ^" cos (p'' =2 jP, 
JB cos ^J/ + 5' cos 4' + B' cos 4// = P', 
^ jB cos t + B' cos tt' + iî'/ cos »«^ = p//. 

Ces dernières équations feront connaître le« 
projections P, P', f sur Jes axes des x^ dcs^, 
des s, lorsque les projections B j B\ J?'' sut 
les axes des oc^ ^ des j^^ des 2', seront données. 

Les équations d'où l'on a déduit les propo- 
sitions relatives aux projections linéaires des 
polygones, servent encore à démontrer que 
les projections superficielles des aires planes 
jouissent de propriétés analogues (*). 

Des Projections superficielles des aires planes. 

66. Théorème, Une figure plane quelconcjue 
^tant projetée sur trois plans rectangulaires 1 
le carré de Taire de cette figure est égal à la 
somme des carrés des aires de ses trois pro-* 
jections orthogonales ? 

Démonstration. Supposons d'abord la fi- 
gure terminée par un polygone , et concevons , 

C^) C'est sur CCS propriétés qu'est fondée la nouvelle 
théorie des moihens , que M. Poisson a doknée dans 8> 
Mécanique y tom, i^,| pag. iti« 
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par les sommets des angles de ce polygone, 
des plans perpendiculaires à la droite d'inter- 
section du plan du polygone et du plan sur 
lequel on le projette. On formera, dans le 
plan du polygone , autant de trapèzes que le 
polygone a de côtés ^ cliaque trapèze sera formé 
d'un côté du polygone , des deux perpendi- 
culaires abaissées des extrémités de ce côté 
sur la droite d'intersection du plan du poly-r 
gone et du plan sur lequel on le projette, 
et de la portion de cette droite comprise entre 
les deux perpendiculaires. Cette portion de 
droite étant la base du trapèze , on a la surface 
de ce trapèze , en multipliant la demi-somme 
des deux côtés perpendiculaires à la base par la 
base même : or, la projection de ce trapèze 
est un autre trapèze qui a même base , et dont 
les côtés parallèles sont aux côtés parallèles du 
premier , dans le rapport inverse du rayon au 
cosinus de l'angle formé par le plan du premier 
trapèze et du plan sur lequel on le projette; 
d*oii il suit que les aires de ces deux trapèzes , 
dont l'un est la projection de l'autre , et qui 
ont une base commune , sont dans le rapport 
inverse du rayon au cosinus de l'angle formé 
par les plans de ces deux trapèzes. 

Iljps trapèze; qui correspondent aux côtés 
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4u polygone embrassent Taire de ce poly- 
gone ; d'où il suit qu'on peut regarder celte 
aire comme la somme de trapèzes, les uns 
pris , s'il est nécessaire , positivement , et les 
autres négativement. Mais la somme des tra- 
pèzes est à la somme de leurs projections dans 
le rapport du rayon au cosinus de l'angle 
formé par le plan du polygone , et par le 
plan sur lequel on le projette j donc , quel 
que soit le polygone , les aires de ce poljT' 
gone et de sa projection superficielle , sont 
dans le même rapport 

Soient p ^q ^r^ les cosinus des angles que 
le plan du polygone fait avec les trois plans 
rectangulaires sur lesquels on le projette j soient 
de plus T l'aire du polygone , et f , t\ /" les 
aires de ses trois projections, on a (art. pré- 
cédent) : 

Girrant ces trois équations, et les ajoutant, 
on a : 

r 4- f* + tff* =: r» {p* + y» + r»). 

Or, la somme p^^q^+r^ des carrés des trois 
cosinus py q^ r, est égale (art. 28) à l'unité j 
donc , on a : 

r» = «» + /'* + /"• ; 
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67. Au lieu de considéi*cr le polygone 
comme une somme de trapèzes, les uns po- 
sitifs , les autres négatifs, on pourrait le dé- 
composer en triangles ^ et en nommant T un 
de ces triangles, et tjtf^ t'' ses trois projec- 
tions , on déduirait 1 équation T^ = ^*+/^*+^'^% 
de ce qui a été démontré (art. 22). En effet, 
on a prouvé : • 

i^. Que l'équation du plan du triangle étant 
L»X'+^Mjr'-\^Nz:=:Ky on avait: 

2 â a 

2^. Que la pyramide qui a son sommet à 
Torigine des coordonnées , et pour base le 

triangle T, était égale en volume à -^-ff. Or , 

la hauteur de cette pyramide est la perpen- 

dicnlaire (art. 26) y ' 1 1 abaissée 

de l'origine des coordonnées sur le plan du 
triangle; donc, on a: 

ou 

ou enfin 



' 
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4 4 4 

Soit S un autre triangle contenu dans le 
plan du triangle T, et ^ , ^ , s^^ ses trois pro- 
jections , on aura de même y 

•S" = 5» + 5'* 4- 5^? , 

ou 

mais on a 

T"~"F' T""""!^^ T^T"' 
donc 

Effectuant le carré de iS+T: 

t= 5» + 5'« 4. 5//» -f 25f 4. 2 y«' + 2s'ftf+ V + <'»4. r** 

En prenant dans le plan des deux premiers 
triangles T et Sj un troisième iî, dont les 
trois projections sont r^r^^ r'', on arrive de 
la même manière à l'équation suivante : 

d'oii il suit qu^un polygone dont les côtés sont 
situés dans un même plan ^ étant projeté sur 
trois plans rectangulaires , le carré de Faire du 
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polygone est égal à la somme des carrés de 
ses trois projections superficielles. 

68. La figure plane, au lieu d^étre un po« 
fygone , pourrait être terminée par une courbe 
fermée. Dans ce cas , on considérerait la courbe 
comme la limite de deux polygones semblables , 
l'un inscrit , et Tautre cironscrit à cette courbe, 
et le théorème précédent , démontré par rap^ 
port à chacun de ces polygones , quelque petite 
que soit leur différence , s'applique par le prin- 
cipe des limites à Taire de la courbe. 

69. Dans une pyramide triangulaire dont les 
trois arêtes qui partent d'un même sommet , 
sont perpendiculaires entre elles , les trois faces 
formées par ces arêtes sont les projections su* 
perficielles de la quatrième face sur les plans 
rectangulaires des trois premières. D'oii il suit 
qu'en nommant M, iV, Pies trois faces for^- 
mées par les arêtes perpendiculaires entre elles ,^ 
et Q la quatrième face , on a l'équation : 

Si les arêles ne sont pas perpendiculaires entre 
elles , on démontre que la valeur de Q* est 
donnée par Téqualion suivante : 
Q^:;=:M'+IY»;4-P'--aZVPcosm-aPafcosii-.:>MA'^cos;?, (^» 
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my Hj p étant les angles dièdres opposés aux 
faces MjN,P. 

Pour obtenir cette équation, on remarque 
^ ( Géométrie de position , par M. Carnot , p. 5 1 o) 
que dans un polyèdre quelconque , et par 
conséquent dans une pyramide triangulaire , 
une face quelconque est la somme des pro- 
jections superficielles des trois autres fisices; 
ce qui donne les quatre équations suivantes : 

M=N eos p ^ P cos » + Ç cos « f 
N = M cos p +~P cos m + Q cos j8 j 
P :=M cos » -f- iV cos m -{- Ç cos y , 
Qz=zM cos « -|- iV cos jS + P cos y j 

tty ^y y étant les angles dièdres de la face Q 
et des trois autres faces M^ N, P. 

Substituant dans la dernière équation , pour 
cos « , cos j8 , cos y , les valeurs de ces quan- 
tités données par les trois premières , on 
parvient , par une réduction très-simple , à 
réquation Ç/i). 

70. Problème. Connaissant les projections 
P* P^ P^^ d'une aire plane a sur trois plans 
rectangulaires , on demande la projection su^ 
perficielle b de cette aire sur un plan dont 
la position est donnée par rapport aux trcHS 
plans rectangulaires? 
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Solution. Concevons le plan de Taire don* 
née , et le plan sur lequel on la projette , trans- 
portés parallèlement à eux-mêmes , jusqu'au 
point d'intersection des trois plans rectangu- 
laires y et menons par ce point des droites per- 
pendiculaires aux deux premiers plans. La posi- 
tion de ces droites déterminera celle des plans. 
Nommons « , jS , 7 les angles que la perpendi- 
culaire au plan de Taire qu'on projette , fait avec 
les axes rectangulaires ^ et <^ , -^^^rles angles que 
la perpendiculaire au plan sur lequel on pro- 
jette l'aire , fait avec les mêmes axes. L'angle 
des deux perpendiculaires est évidemment égal 
à Tangle des deux plans ; donc , si on nomme 
c cet angle , on aura ( art. 14)* 

cos c a= cos m cos 9 -f" ^^^ ^ cos 4^ + cos y cos ». 

Multipliant cette équation par a, grandeur de 
Taire plane donnée , on a : 

a cos c = a cos et cos <p 4* ^ <^os /S cos ^)^ -f- tf cos y cos V ; 

mais 9 d'après Tart. 66 , 

aco8<; = 3^ âCOsap=p, a cos fiz=:p'^ «COSy=/>^. 

Substituant ces valeurs dans l'équation pré- 
cédente , elle deviendra : 

(l) b =:pCÙBf ^ pf COS 4 -{- p^^ COS ». 

En comparant cette équation à Téquation (i) 
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(art. 63), onr voit que la proposition rela« 
tive aux projections linéaires d'une droite; 
s'étepd aux projections superficielles d'une aire 
plane , et se déduit de la même équation. 

Soient </ , q\ q^\ les projections superflu 
délies d'une autre aire a! sur trois plans rec- 
tangulaires , et V sa projection sur le plan 
dont la position est déterminée par les angles 

(a) ^^ £= ^ cos (p -f- y' C05 4^ + î^ <^o* » » 

de même pour une troisième aire ai^ i 

(3) h^ = r cos (p + y^ cos -vj/ -|- '*^ cos »• 

Ajoutant les éqijations (i) , (2), (3) , et nom- 
mant B la somme 64-&'+i'^.. , P la somme 
iP H" ^ + ^••. > P^ la somme /?' + ^^ + r'.. . , 
P'^ la somme />'' + ^'' +• r^' ., , la valeur de jff 
en P, jP, P^ sera donnée par l'équation suivante : 

JB =r Pcos f + P' cos 4/ 4- F' cos »• (O 

Considérant les aires a ^ a! ^ clK,. comme les 
faces d'un polyèdre , iP, P ^ P' sont les prp- 
jections de ce polyèdre sur les trois plans rec- ' 
tangulaires , et B est la projection superficielle 
de ce même polyèdre sur un plan qui fait , 
nvec les trois plans rectangulaires , les angles; 

^ > 4 > ^* 
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^ t . pROBLéfinc. Connaissant les projèctîotis 

JP, P', P'' d'un polyèdre conlinu ou discon*- 

TÎnu sur trois plans rectangulaires , on demande 

les projections By 5', B^^ de ce même polyèdre 

sur trois aùtfes plans rectangulaires qui se 

coupent au même point que les premiers ? 

(Pour distinguer les deux systèmes de plans , 

on nommera les droites suivant lesquelles les 

plans du premier système se coupent , axes 

primitifs des a:, des ^, des z, et les droites 

d'intersection* des plans du second système , 

axes secondaires des cr', des j^, des z^ ) 

Solution. Ayant adopté lés dénominations 
de Tarlicle 63 , pour déterminer les axes des 
sc/^ des y y des z', l'équation (e) de l'article pré- 
cédent donne , pour la valeur B de la pro- 
jection superficielle du polyèdre sur le plaa 
perpendiculaire à l'axe des a:^ : 

On a de même par rapport aux deux projections 
B' , B^^ sur les plans perpendiculaires, aux axes 
des j^ et des z^ : 

B' n=:P cos (^' + P' cos 4/' + pi cos »% (•) 

£" = P cos <f " + P' cos 4 " + Pff cos %v. (^ 

Par un calcul semblable à celui de l'articleélf 
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fin déduit de ces trois équations (e) , (e^) , (e^'), 
la suivante : 

Jî» + B'> 4. Bv« r=: P» + P'* + P«^s (£) 

équation qui est indépendante de la position 
respective des deux systèmes de plans reclan- 
gulaireSt 

72. Multipliant les équations (e) , (ef)y (é') 
de l'article précédent, par les quantités cos ^ , 
cos <}>^, cos <|>^^, et les ajoutant , on aura : 

£ cos (p -f« j?' cos <p'-f- jB" cos ^^z=z P, 
B cos ^ 4- B' COS.J.' + jB<' cos 4^ = P'', 
iB cos » + jB' COS »' 4. 5'/ cos »// = P//- 

Ces dernières équations feront connaître les 
projections superficielles P, P, P^ sur les plans 
perpendiculaires aux axes des ac , des j* , des z, 
lorsque les projections superficielles B , ^', B^^ 
sur lès plans perpendiculaires aux axes des ^') 
des y^ des ^' seront données. 

75. Examinons ce que devient Téquaiion (E) 
de l'article 71 , lorsque les aires û, û', û^'..- 
sont situées dans un même plan , qui fait , avec 
les trois plans rectangulaires , les angles et y fi^y* 
Dans ce cas , les aires et leurs projections sont 
dans le même rapport, et on a (art. 66) : 
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'^""y'^T*"' p'^/""/^'"' ^~^~7^*"' 
; d'où l'on tire : 

•p p P m ■ 

tf ' a ' a . 

^^=z^—aj / = -^.aS K = — •«% 

tfi a a 






/""crs — — .41'' j ♦•••• 



formant les valeurs de P, P', P'^ on a : 

JPt=ip -l-y +7* .... = -^ (a4-iï^ + c^^•..)^ 

Substituant ces valeurs dans l'équation (£) 
dclWt. 71, fi*+fi'*+^'* = />«+/^»-HFS 
elle devient : 

Mais (art. 66) , 

et (art. 14) 
donc 
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L'équation (£') devient : 

Or, les aires û+ a' + a'^.. peuvent être con- 
sidérées comme appartenant à une même figure 
plane : d'où il suit que le carré de cette figure 
est égal à la somme des carrés de ses trois 
projections j proposition déjà démontrée ( art. 
66 et 67). 

74. Problème. Connaissant la grandeur et 
la position d'un nombre quelconque d'aires 
situées dans des plans donnés , on demande 
la position du plan sur lequel on doit les 
projeter , pour que la somme des projections 
superficielles des aires soit la plus grande pos* 
sible ? 

Solution. Des trois quantités B ^ B\ B^ 
qui expriment (71) les sommes des projections 
4ës aires planes sur trois plans rectangulaires , 
l'une quelconque , par exemple i?, dépend des 
deux autres, et, en résolvant l'équation {E) 
(art. 72) on a : 

équation dans laquelle la somme des carrés 
P*+P'* + P^'* est une quantité constante et 



donnée, tl est évideiït qtie la valeur de É serA 
la plus gtiadde pdssible , lorsqu'on aura : 

te qui réduit les trois cquatioQS de rarûcle 7 ^ 
aux suivantes : 

d'oii Ton lire : 

P P 

COS (p = -K- 5= ' - • -^— , 



•B y/pa ^ p/a ^ p//* 

Pff Pff 

COS T = 



loes valeurs des angles <f , 4 > ^ déterminent j 
|>ar rapport aux axes primitifs , la position 
de la droite perpendiculaire au pJan qui con« 
tient les projections superficielles , dont là 
somme £ est un maximum ; d'oii il suit qud 
la position de ce plan , qu on peut appelôi* 
plan de plus gtande projectivri superficielle i 
est aussi déterminée par ces mêmes angles. 

^5. THÉôRiMÉ. La sotnftie des projections 
des âî^es a, à'^ ùf^... est la même sur tous 
les plana également inclinés k celui de la plus 
grande projection? 
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Démonstration. Soient f» , », ^ les angles 
que la droite perpendiculaire à un plan dont 
rinclinaison par rapport au plan de la plus 
grande projection , est connue , forme avec les 
trois axes rectangulaires primitifs. Nommons 
C la somme des projections superficielles sur 
ce plan j on a ( art. 70 ) : 

CcsPcosfê -{«P'cos f + PffcùS f* 

Substituant , pour F , -P, P^', leurs valeurs 
(art. 74)- 

C = £ ( COS f C05 ^ •{" ^^ 4^ ^^^ ' *4* C<>8 9 COS f )• 

Soit c l'angle des deux plans qui contiennent 
les projections superficielles B eiC ^ï\ est égal 
à l'angle des deux perpendiculaires aux plans; 
d'oii il suit qu'on a ( art. 1 4 ) • 

CfOS c 17= COS 9 C08>< «f- COS 4^ COS V -I* COS 9 COS f \ 

ce 4m réduit l'équation précédente à : 

C=i B COS c f 

ou » mettant pour B sa valeur maximum •* 



C = COS c ï/P» + P* + Z'^" ; 

d'où il suit que la valeur de C est la même 
pour tous les plans qui font le même angle c 
avec le plan de plus grande projection super-* 
ficielle. 
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S. IV. 
De la Transformation des coordonnées. ■ 

76. La transforixiation de coordonnées la 
plus simple consiste à ne changer que ]'origine 
des coordonnées , en donnant aux nouveaux 
axes la même direction qu'aux axes primitifs. 
Nommant « , jS , ^^ les coordonnées de la nou* 
veUc origine, ;r, ^, js les coordonnées pri- 
mitives , et 00^, /', z^ les nouvelles coordonnées , 
on aura les équations suivantes : 

Ces équations auront lieu dans le cas oii les 
axes primitifs des coordonnées seront rectan- 
gulaires , ou comprendront entre eux des 
angles donnés. 

n^. Un point étant rapporté à trois axes 
rectangulaires par les coordonnées oc^ y^ z, 
si on imagine une droite menée de ce point 
à l'origine des coordonnées , la longueur de 
celte droite, et les angles quelle lorme avec 
les trois axes rectangulaires , déterminent la 
posilipn du point dans l'^spaeç. 
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On appelle celte droite rayon vecteur. Soient 
t ce rayon , et a , |S , ^ lels angles qu'il forme 
avec les axes rectangulaires des a:, des y^ des z , 
On a les ée^uatious saÎTazites (art. 61 ) : 

ac = r cos « , y=^r cos fi j z z=zr gos y. 

On sait d*ailleurs (art. i4) qu'on a Téquation 
de condition : 

COSV 4" ^OS^fi -j- COS*y =: I. 

Lorsqu'on substitue ces valeurs de a:,y^ a, 
l'origine des coordonnées devient un pôle d'où 
partent les rayons vecteurs qui correspondent 
aux différens points de Tespace. 

78. Si, au lieu de donner les trois angles 
^[tte le ïiayon vecteur fait avec les axes des coor- 
àannées ^ on suppose ce rayon projette sur l'un 
des tjrois plaas rectangulaires , par exemple 
sur le plan des ay^ ce rayon fera, avec sa 
projection , un angle <j> , et cette projection 
feyrmatit avec l'axe des x un second angle 4 p 
ks trois quanlilcs r, 4 , 4 détermineront la posi- 
tion du point dans l'espace . En effet , on aura : 

itr = r sin ^ I ^ =: r sin f sin 4 » x ssz r sîn (ç cos 4« 

79. Parmi les transformations de coordon- 
nées y il en est un« dont on fait souvent usage, et 
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qui $ert à passer d'un sj&téme ie i^Qm^oni»ém 
rectangulaires, à im ^jfstéme de çoor doAi^éaft 
obliques. On a vu ( art. i ) qu'^yafibt mené pçir 
un point fixe de l'espace , trois droites faisant; 
enire eJles tels angles qu'on voudird^ v un* ks^-^ 
portait, à ces trois droLèes un autce. fQm^ quel-* 
conque, en regardant la droite qui joint ce 
dernier point et le 'premier comme la diago- 
nale d'un parallélipipède dont les arêtes sont 
parallèles aux trois droites passant par le poînf 
fixe. Ce parallélipipède est rectangte ^ lorsque 
les droites menées par le point fixe, et^qu-oiï 
nomme axes des coordonnées , sônt'penpen-» 
diculaires entre elles. Par le' même* poîn! def 
l'espace , pris pour origine des* coordonnée**, 
on conçoit deux systèmes d'axes', le^ uns rec-i 
tangulaires, les autres inclinés sous des èingîes: 
donnés : en rapportant un point pris à vo}€^mo 
dans Fespace , à l'un ou à l'autre système , la 
droite menée de ce point , à rbrîgîne det 
coordonnées, est Une diagonale commune à 
deux parallélipipèdes , l'un rectangle > et Fauire 
oblique ] les arêtes du paralléjipîpède oblique 
sont les coordoniiées du point tiont il s'agit de 
déterminer |a pi^siripa.- Çoaiiaps^iU. I^iScangle^ 
que les axes des coordonnées ol^liques font avec 
U^ 9X65 d^s cqôrdorinéiç? «çt^ngufediW*^ liouj 
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allons établir les relations qui existent entre 
les cosinus de ces angles , et les arêtes des deux 
parallélipipëdes. 

De la Transformation des coordonnées rectartr 
claires en coordonnées obliques. 

80. Nous ferons observer que si les axes 
des coordonnées rectangulaires et obliques 
n'avaient pas même origine , on les ramènerait 
d'abord à une origine commune par les équa- 
tions de l'article 76. 

jc y jy J5, étant les coordonnées rectangulaires 
d'un point pris dans l'espace, soient a:', j-', z' 
Ï6s coorddnpées de ce même point par rap- 
pox*t aux trois axes obliques des ody desj*', desz'. 
Supposons de plus que les axes obliques for- 
ipent avec les ^xes rectan£[ulaires , des angles 
dont les cosinus soient a,^ a\ d^ pour l'axç 
des oc^iby Vy y^ pour l'axe des y^Cy c\ c'' 
pour Taxe des z^. Ces axes obliques oi;it pouj^ 
équations (art. i4) : 

axe des ^x' < a? = — r- z % r = — 7- z> y 
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^ Qu'on imagine les deux paralIélipipeJes qui 

ont pour diagonale commune , la droite menée 
de Forigine des coordonnées au point ùc^j^z. 
Cette diagonale étant le quatrième côté de deux 
quadrilatères dont les trois autres côtés son(, 
pour l un y les arêtes consécutives x , y^ z du 
paralléîlpipède rectangle^ et, pour l'autre, les 
arêtes a:', ^, «' du parallélipipcde oblique i les 
projections linéaires de ces deux quadriiaicres 
sur une droite quelconque.^ sont égales ( ar&» 
60 ). Or j la projection du premier quadri- 
latère ( xyz ) sur Taxe des oc , se réduit à 
Fabcisse x-, les projections linéaires des côtés 
du secand quadrilatère (â:[^V), sur le même 
axe des ^, ont (art. 61.) pour expression& 
axf y by , cz' ; donc on a l'équation r 

En considérant les projections linéaires ê[t% 
deux quadrilatères sur les axes dès ^ et des z , 
on a de même : 

Les cosinus des angjes que l^xe des ac^ fait 
aTec les axes rectangulaires des a: , des j-, àesZy. 
éteint a y a^ af^y on a (art. i4}'**^ 

a» 4. fl'» -j- tf ^» s=.i ♦ ; 

DU a ^ par la même raison y les deux am^.ea^ 
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quations de condition : 

■ 
• 1 1 

ce qui réduit à six le nombre de constantes 
nécessaire pour déterminer la position des axes 
obliques. 

Désignons , par une seule lettre , chacun des 
coefficiens de a; , dç jr, de » dans les équa- 
tions de ces axes ^ et supposons : 

-^=x, ■^=^, -ÎF—^* Wf^' 'çii' ' 7""'^' 

on aura : , 

'. . . • . » 






^ + A* + ^' 

I 



V'' SIS ■ ■■ ■ ■ i ■»— 1— ^ • 



f.»= 



}es équations des axes deviennent*: 

axe desy {x = x'xr , ^ = f«'f }, i = W^ ^-b^, 

çt les valeurs de jc , ^ , 2 se cbtogeûf eu 
celles-ci : , . - /. j.r^ 

j- = afft x' 4- * vy + ^ V^^' ^ 
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Examinons le cas où les xvouveaux axes des cé^ 
des ^, des z' sont, comme le$ primitife, per^ 
pendîculaires entre eux» 

J)e la Trans/armat^ion des coordonnées reo^ 
tangulaires en d'qiitr^s coordonnées recian-r 
gulaires, 

8i. Pour rappeler les dénominatipns pré* 
çédentes > formons le tableau suivant : 



Axes des 



y 



1 \ 



», < 7, . ^. , 



av«fwa«a^MB 



z 



Il «Il y l 'f 



b^ 



jii J II .. I I 



S5 



Ce tabl^a^ indîitjue i^*, que les angles de Faxa 
des cz;^, £(v.ec. les axes des ce, des^^^ des s, 
ont pour cosinus a , u', a!J ; ^^« que les angles 
de Taxe àts oc , avec les axes des ocf.y des y\ 
des z[ j ont pour cosinus a, 6, c, etc.; d'où 
il suit qu'en |)rojeuant succeçsiYçmeiit les de^x 
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quadrilatères qui ont pour calés les. droites 
a/, y^ 4^, et les droites ;r , /, « > sur les axes 
des o^, des^, et des z^, et comparant les 
deux projections linéaires , on aura : 

a:'' = flx -f- a^y + a^sf ^ 

jBf z=i cas -jr i/jr + c^z. 
Aux trois équations de l'article précédent i 

«•^a'>^a/r«_Ly i'-f^i^'-f-^^'Œi, c»+i/«+<?^*=i.r 

il faudra (art. 14) joindre celles-ci : 

83. De ces douze équations de condition , 
six seulement sont nécessaii^es , et elles sont 
équivalentes aux six autres. Pbur le démontrer , 
il suffit d'observer que les coordonnées ce , ^, z ^ 
eta:',/^ ô' appartenant au même point, et ayaat 
même origine , la distance de ce point à l'ori- 
gine est inditréremment ou v/a:*-4-j^^+«* , o» 

\/a:'* +/'* + z'\ Carrant les valeurs de a?, y, a^ 
et les ajoutant , on devra égaler à lunité les 
coefficiens de a>^ , y^ , z^ , et à zéVo les coef- 
ficiens des produits x^j^ , y ^^9 ^'«'i c® ^^^ 
donnera les six équations t 
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a5+a'3'-(.fl//^''=o, bc+b'c'"{^fcff=:Oy ac+a'c'+a^c^^io.] ^^^ 

Les trois dernières expriment que les trois 
axes des a:', des ^, des «' sont perpendicu- 
laires entre eux. 

Carrant les valeurs de a:', j-', V, et les ajou- 
tant , on égalera à l'unité les coeOiciens de * 
o:^,^*, j5*,-et à zéro les coefficiens des produits 
oc^^j-Zj x%i ce qui donnera les six équations 
suivantes, dont les trois dernières expriment 
que les trois axes des x , des jr , des z , sont 
perpendiculaires entre eux : 

4U^^VJ^=io, a'a*+^'ô"+i:'c^=:o, fiû^+W^-Hc//=o.P ^ 

Elles sont équivalentes aux six premières , parce 
quelles expriment ainsi quelles l'identité des 

deux expressions \/x*-f-7-»-|-«»j y^'^-i-7'*-h^'*« 
On peut encore démontrer synthétiquement 
que ces; deux sjrstémes d'équations/ sont équi?r 
valens. 

' 85. Une sphère du rayon i étant l'apportée 
à trois plans rectangulaires, qu'on regarde le 
centre de cette sphère comme le sommet d'une 
pyramide triangulaire formée par trois plans 
f «rpeudiculair^ cintre ei». Siipposons que les 
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points oii les trckîs arêtes de eetre pypatinidm 
coupent la surface de là sphère , aieot peûp 
coordonnées les neuf quantités a , a' , o^' , 
b, è', 6'', Cy c', c'^ ]No^lll;l0^3 CCS poims 
J, B, C. 
Soient a ^ ck\ a" les coordonnées 4» point ^, 
b,U y V^ les coordonnées du point i?, 
c, c', d^ bs coordonnées du point <7, 
on aura évidemment les trois équations : 

de plus , il est facile de voir qua Ijçs rayons 
de la sphère menés par les points* ^ y B y C 
font, avec les trois axes rectangulaires aux- 
quels la surface 4© la sphère esir fapportcc , 
des angles dont les cosinus sont les coordon- 
nées de ces mêmes points; d'où il suit (art. 
14) qu'on a les équations de condition qui 
expriment que ces rayoas , p^i& deux fi deu¥ t 
sont perpendiculaires entre eux : 
fiH-^'^+tf*^^*=o, *H-*V+*M=o, tf<:+a^y-f^^c^=^ 

84* Considérons maintenant les trois rayons 
passant pap les points A^B^ Cooûinme les 
intersections de trois nouveaux plan« rpotan^rr 
paires atixquds 0» vapporte )a 'Surface ^ie U 
sphère. ' » ' r; 

•'■- (les trois pianf reetengulaires^ primitifs cpiHV 
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J)ti5iitiènt entre eux une pyramide triangulaire ' 
dont les arêtes coupent la surface de la sphère 
en trois |jcFfiit^. Désignons ces points par les 
lettres fj^ Mj iV, et supposons que leurs coor- 
données soient, 

Pour le point L , /? /', /'^ 

Pour le point M, . . • . . m , m', m''. 

Pour le point N^ /i, n^^nfL 

De ces neuf coordotinées parallèles aux rayons 
passant par les points A^ B^ C, une quel- 
conque a son égal parmi les neuf coordonnées 
des points A^ B^ C parallèles aux rayons 
passant par les points L, M^ N. Désignant 
par O le centre de la sphère , formons le tableau 
suivant , dans lequel une lettre quelconque re- 
présente le cosinus de l'angle formé par les 
deux rayons que l'on a écrits sur les premières 
colonnes horisoniale et verticale , et qui ré* 
pondent à la case ou la lettre est placée. 





Rayons. 


OL 

* 


OM 


ON 


OL 


OM 


ON 




OA 


a 


a' 


aff 


l 


m 


n 




OB 


b 


b' 


b'f 


V 


m' 


71' 




OC 


c 


</ 


c'f 


V 


rkff 


nff 

1 
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A la seule inspection de ce tableau , on voit 
qu'on a : 

Mais on a entre les coordonnées des points 
L, i(f,iV des équations semblables à celles qu'on 
a trouvées ( art. précédent) entre les coordon- 
nées des points A^ B^C^ on aura donc les 
six équations suivante^ : 

lm+ïfm'+lffm^s=:oj mn+m'n'+mfnfss=:Oj In + l'n* + l»n(!s 

Substituant dans ces équations les identités 
données par le tableau , elles deviennent : 

«* + *•+ ^' = I f «'• + *'• + C* =1» «*' + M» + c«^»= 
tftf'+ W+ cc'= o , a'a^+i'A"+ c/^r^ïsso, aa^+bbff + ccffi 

Les identités données par le tableau résultent 
de ce que les deux côtés d'un angle étant égaux , 
les perpendiculaires abaissées de l'extrémité du 
premier côté sur le second , ou de l'extrémité 
du second côté sur le premier , sont égales 
entre elles,- ce qui est évidente puisque les côtés 
de l'angle et les perpendiculaires à ces côtés , 
forment deux triangles rectangles égaux. 

85 . Les six équations de condition (e) ou (e*) 
( art. 82 ) réduisent à trois le nombre de 
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constantes nécessaires pour passer d'un systémo 
de coordonnées rectangulaires à un système 
d'autres coordonnées rectangulaires. ^,^, s^ 
étant les coordonnées d'un point dans le pre- 
inîar système, ^^ ^y^ % z' les coordonnées de ce 
point dans le second système, on a (art. 8a 
çt 8i ) entre ces coordonnées les relations 
suivantes : 

j=a'a/+by + c'z', > ou ^ y^bx + yy+bffz^ 

L'es neuf constantes qui entrent dans ces 
équations étant liées entre elleâparsix équations 
de condition^ ces formules deviendront d'un 
usage plus commode, lorsque les coefficiens de 
^'i J ^ *' dans les valeurs de a: , ^ , z , ou les 
coefficiens de oc^y^z dans les valeurs de oJ^ 
y y z^y seront exprimés au moyen de sinus et 
cosinus de trois angles indépendans. 



Autres Formules pour le changement des coor- 
données rectangulaires en d'autres coordon^^ 



nées rectangulaires. 



86. Les axes des oc^ et des j^ sont dans un 
plan qui coupe le plan des a:jr suivant uae 



droite : supposons que les angles de celle dtroîtë 
avec les axes des ac et desl xf soient donnes , et 
qu'on ait àst plus Tangle A^s deux plans des acj 
et dès o(^y^ ; il est évident que ces trois angles 
déterminent la position respective des axes des 
deux systèmes. Les relations entre les lignes 
trîgonômétriques de ces trois angles et des 
neuf angles que les axes des deux systèmes font 
entre eux , dépendent de la résolution des 
triangles sphériques. 

Soient (fig. 9, Pi. 1 ) 
O-ST, OJT, OZ les trois axés des oc , des/, des z j 
OX\ or, OZf les axes des or', des 7', des zf* , 
ON Tititersection des plans des ccy et des x^jK 

On suppose !**• que tes deux plans font entre 
eux un angle ê égal à l'angle ZOZ^ compris 
entre les axés OZ, OZ^ perpendiculaires aux 
plans des xy et des x^y^ ; a*, que la droite ON 
fasse , avec les axes OX , OX^ les angles 4 > ^ * 
et on a les équations suivantes (*) . 



(^) Cette notation a été proposée par M. Français , 
professeur aux écoles du génie et de Partillerie. L'ex- 
pression cos (jc ^ «' ) signifie le cosinus de Tangle forme 
par le» axes des x €t d«s mft 
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tos (dP| ^) c= a =: ces ê sin 4^ sin ç -|* co$ 4 cos 9 ^ 
C05 (jx^y ) s= 6 ==: cos I sia 4 cos 9 «^ cos 4 ^^^ ? f 
cos («, r') = <^ = sin tf sin 4> 
ces (^, ^^ ) s±: a' =: côs tf cos 4" sin 9 -^ sin 4^ cos ^ « 
cos (j^9^ ) = i' = cos I cos 4^ cos 9 -f* sin 1]/ sin 9 

Côs (jr, «' ) = 1/ = sin * cos 4 » 
COS (£9 «') s= a'c=: — » sin ^ sin 9 , 
cos (r, j^') =M= — sin é COS 9i 
COS (x, x') =s c'=: cos I. 

On substituera ces valeurs dans les équations 
de l'article précédent ^ et on aura cdies de oc ^ 
y^z y ou de oc^^ j^y z^ exprimées en sinus et 
cosinus de trois angles indépendans 4 > <P » ^* 

87. Pour trouver les valeurs de a^ hjCy 
considérons d'abord le triangle sphériqtie NXX^ 
qu'on obtient en décrivant du point O (fig.Q» 
PI. i'*. ) comme centre , et du rajon pris pour 
unité , trois arcs , dont deux mesurent les angles 
4 , 4> que la droite ON fait avec les axes OXy 
OX^y et le troisième est compris entre les axes 
OXj OXL Ce dernier côté du triangle spbé- 
rique est opposé à l'angle fl ; d'où il suit que j 
d'après la formule (1) (art. 44) » ^^ ^^^^ • 

cos QOX y OX' ) y on a = cos I sin 4 &in 9 -f- cûs 4^ ces 9. 

Regardant toujours le point O comme le 

9 
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centre d'une sphère , on a un second triangle 
sphérique compris entre les droites ON y OX ^ 
OY\ qui ne diffère du premier NXX' que 
par le côté ^, qui devient 4> + ioo<* j or 

•tnff +ioo*)=scOs^, cos(94-ioo^) = — sinf : 

donc ) on aura : 

€05(0X90^)^ ou ^sscostf 8in>)/cosf — co$4^^i^9* 

Un troisième triangle sphérique, correspon- 
dant aux trois droites ONj OXy OZ', a pour 
cotés Tangle NOX= 4 , Tangle NOZ^ =100% 
et Fangle Z^OX formé par les axes des x et 
des zL Or , ce dernier côté Z'OX est opposé 
h Fangle 100*» — du triangle sphérique» Ea 
comparant ce triangle au premier NXX^y on a 
4 = 100^ , cos ^ = 0, sin <p = I , et cos 8 
devient sin 9 ; ce qui donne : 

to$ ÇfiX^ OP ) s r K sin « sin ^. 

88. On trouvera, de la même manière , les 
valeurs de a', i', cf y en considérant les trois 
triangles sphériques formés par les arcs qui sont 
interceptées i**. par les droites ONy OYy OX' ; 
20. par les droites ON^ OV, OY^ i 5°. par les 
droites ONy OY, OZK 

■ 

Eu comparant le premier de ces trois triangles 



( i3i ) 

àii triangle NXX' , on voit que le côté ^ et 
l'angle sont communs > que le côté 4 devient 
4+ loo^j où déduira la valeur de a de celle 
de a^ y en y mettant cos 4 pour sîn 4 > et sin 4 
pour cos4> ou aura donc : 

cos (OF, OX' ) = ;o' = co^ I cos 4 co» 9 -^^ sîn 4 cos f • 

Les valeurs de b et de v deviendront celles de 
y et de c' , en y mettant de même cos 4 
pour sin 4 > c' — sin 4 pour cos 4 i ce qui 
donne : 

cos (0 F, P ) ss Vss cos $ cofi 4 c<>s 9 + ^^" 4^i" ^» ' 
cos {Or, OZ' ) = <?'= siu 4 cos 4. 

En(în » des valeurs de a^ b, c> on déduira 
celles de a'^ f , c", en observant que dans 
les trois iriaùgles spbériques formés par les axes 
qui sont interceptés par les droites OiV, OZ 
combinés successivement avec les axes OX' ^ 
or, OZ^ Fangle NOZ est de loo^ En 
les comparant au triangle sphérique NXX' ^ 
le côte 4 de ce triangle devient ioo<>^ d'où 
il suit que cos 4 = 0, sin 4 = i • ^^ P^^s 9 
l'angle des deux plans NOZ , NOX^, ou NOZ 
et NOY^ est de ioo<> + flj donc, si dans les 
valeurs de a et de 6 , on supposé que cos S 
devienne — sin 6 , on tirera les valeurs suivantes 
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de a\ bf' : 

Gos {OZ f OX' ) = û* s=s — . sin ^ sîn if , 
cos (JOZ y or ) = ï5# t= — sin I cos 9 ; 

quant à la valeur de c'' , îl est évident qu'on a : 

cos ( OZ^ OZ' )=<?«' = cos I. 

Il résulte de cette application de la trigo- 
nométrie sphérique à la transformation des 
coordonnées rectangulaires, que les neuf cosinus 
a, b, Çy a^ , b^j d y a'^ &'', c'^ ont pour valeurs 
des quantités exprimées en sinus et cosinus 
de trois angles indépendans. Les formules 
qui résultent de ces expressions , servent à 
démontrer plusieurs théorèmes importans de 
mécanique. 

De la transformation des coordonnées obliques 
en d^ autres coordonnées obliques. 

89. Le problème le plus général de la 
transformation de» coordonnées consiste à 
passer d'un système de coordonnées obliques 
à d'autres coordonnées obliques (*)• 



i*) ^oy^JS une solution analytique de ce problème par 
M. Français, Correspondance sur TÉcoU polytechnique, 
tom< II, pag. 6. 
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Nommons a: , y , zles coordonnées obliques 
d!un point de Fespace ^ ^' , ^' , z^ les nouvelles 
coordonnées obliques qui ont même origine 
<jue les premières y et supposons que chaque 
axe des nouvelles coordonnées soit donné par 
les trois angles qu'il forme avec les plans des 
coordonnées primitives , en remarquant que de 
ces trois angles, deux seulement sont uéces- 
saires. Ayant mené par Forigine des coordon- 
nées, trois axes auxiliaires perpendiculaires aux 
plans primitifs des ocj- , des œz , des jz , dé- 
signons ces axes par les trois lettres Z , JT^ -X. 
Les angles que les axes auxiliaires et les axes 
des nouvelles coordonnées font entre eux , sont 
connus , puisqu'ils sont les complémens de ceux 
que ces derniers axes font avec les plans des 
coordonnées primitives. 

Supposons que les cosinus de ces angles soient 
représentés par les neuf letliTS a, a', c'^, è, 6', è'^ 
c, c^ d^y de sorte qu'on ait: 

a= cos (jc', X), o'sr cos (x\ F), a//=: cos (a/, Z) , 
b = cos(y,X), *':^cos(y, F), M = cos(y,Z), 
csscos (r', X), c'5=cos {z^y T), tf//=r cos {z'^Z). 

La droite menée par l'origine des coordonnées 
a un point déterminé de l'espace , et les trois 
coordonnées primitives ^9/9 ;: de ce point 
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forment un quadrilatère (^72) (art. 79) : çetlci 
tnéme droite et les trois nouvelles coordon- 
nées x', jf', 2' forment un second quadrila- 
tère (icy^Q. Ces deux quadrilatères (^^), 
Ça:^yz^)\ qui ont un côté commun, étant 
projettes ( art. 60 ) sur Fun quelconque des 
trois axes auxiliaires Z , K, -ï, leurs projections 
seront égales. Or, la projection des trois coor- 
données ^ , / , « sur Tun de ces axes se réduit 
toujours à la projection de rordonnéc qui n'est 
pas dans le plan perpendiculaire à cet axe ; 
d'où il suit que les projections du quadrilalèra 
(0:73), sur les axes auxiliaires Z, JT, JT, se 
réduisent aux projections des côtés « , ^^ «sç 
de ce quadrilatère. Les projections de Ces côtçs 
ont (art. 61 ) pour expressions : 

rcos(z,^), J^ços(j,y), xcos(:r,X); 

donc, en égalant les projections des deux qua- 
drilatères ( acj'z ) , ( j^y'z' ) sur chacun des axes 
Z , JK, Xj on aura les trois équations suivantes : 

JT cos ( a; , X ) p= ax' -f iy' -f. ^z'^ 
>cos(y, r ) = £i'j/ 4. iy + c:'*% . . 
g cos ( z , Z ) = a^a/ -}- b^ + €iz\ 

Lorsque les axes primitifs des ar, des^, des % 
i^ont perpendiculaires entre eux, ils se con- 
fondent avec les axes auxiliaires .^ ^ 1^ Z , de 
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sorte qu'on a ! 

CQS (4P , X) ==r I , COS ( «, I^) =r I , COS («^ ^ ) =: 1 1^ 

et les trois équations précédentes ne diflercnt 
pas des équations de l'art. 79. 

90. Dans le cas général » les axes primi^ 
tifs sont déterminés par les trois constantes 
cos ( jc , X) , cos (jr, y) , 00» (ZjZ)j qui sont 
égales aux trois sinus : sin(jt:^^z), sin(^|ars), 
sin {Zyocjr). Des neuf constantes a, è, c, a', etc. , 
relatives au second système de coordonnées oblio» 
ques, six seulement sont nécessaires , et, par les 
formules de la trigonométrie sphérique , on 
établirait des relations entre les lignes trigono«* 
métriques des angles qui déterminent le premier 
système des coordonnées obliques et les neuf 
cosinus relatifs au second système; au moyeu 
de ces relations , les valeurs des lignes trigo*^ 
nométriques relatives aux deux systèmes d'axes, 
$e déduiraient les unes des auties. Il suffira, 
d'ajouter aux équations (-4);, (B)^ (^) > {^) 
( art. 45 -^ 4? ) > celles qui déterminent les 
trois arcs de grands cercles , menés des trois, 
sommets d'un triangle sphérique ,. perpendîcu^ 
lairement aux côtés opposés à ces sommets. 
I^onunaat 4 , 18 , ^ les tf ois grçs respectivement 
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perpendiculaires aux côtés a , b^ c du triangle 
sphérique ABC (fig. 5, PL i^^.) (art. 43 ) , 
on a Ibs trois équations : 

sin a =: sin 3 sîn C = sîn JS sin f ^ 
sin i8 = sin c sin ^ =s sin C sin a, 
sin y =: sina sin j? s=: sin ^ sin b. 

Ces arcs •(*) <* , , > mesurent les angles cpe 
les rayons de la sphère , menés par les points 
A^By C.(fig, 5jPL i'*^.), font avec les plans des 
côtés aybj c du triangle sphérique A ^ B , C. 

(*) Nommantyj g^ hj h les arêtes et les diagonales d'un 
parallëlipipède, qui concourent vers un même point ^ on 
a l'équation suivante : 






«a' {A 8h ) siu> (s y A ) «in' {h.fg) 
+ aco8(/,^> ——-—-— — 

Cette expression (y, 6' ) ou (A,y^), conforme à la no* 
Vition de M. Français , signifie : angle dçs arêtes y et g ; 
angle de la diagonale k et du plan qui passe par les arêtes 

/etér. 

On obtiendrait d^autres relations , en considérant les pa- 

rallélipipèdes formés sur des droites perpendiculaires aux 

plans qa^on mènerait par les droites/*, gy hy k prises deux 

^ deux. 
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CHAPITRE IL 

Des Surfaces dont F équation est algé-- 
hrique^ et principalement des Surf aces 
du second degré. 

S I". 

gi. On a vu (art. 4) quune surface est 
représenlée par une seule équation entre les 
trois coordonnées variables d'un point de celte 
surface. Réciproquement, toute équation entre 
trois variables représente , en général , une sur- 
face dont chaque point a ces variables pour 
coordonnées. Si cette équation peut être ra- 
menée par des transformations , à ne contenir 
que des termes de la forme Aa^f^z"" ^ dans 
lesquels les exposans l^ m, n des co ordonnées 
a: ^ y ^ z soient des nombres donnés entiers et 
positifs , et ^ un coefficient déterminé y on 
dit alors qu'elle est algébrique.^ 

92 . Etant donnée V équation algébrique d'une 
surface , on propose de reconnaître si elle a 
un centre ? si elle a des plans diamétrau<c ? 
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On appelle centre d'une surface, un point 
tel que toutes les cordes de la sur&ce , qui 
passent par ce point, sont divisées en deux 
parties égales. Lorsqu'une droite coupe une 
surface eu deux points , la partie de cette droite 
comprise entre les deux points d'intersection , 
est une corde de la surface. 

Si la surface proposée a un centre , concevons 
qu'elle soit rapportée à trois axes passant par co 
centre. Une droite quelconque menée par l'orir 
Çine des coordonnées , sera un diamètre , et 
coupera la surface en deux points. Les coordon- 
uées du premier point étant ^ , ^ , ^ , celles 
4u second seront — x, ~ y , — jb , c'est-à-dire 
que l'équation ^uac^y^zàe la surface aura lieu , 
soit qu'on prenne les variables positivement 
ou négativement. Pour qu'elle satisfasse à cetto 
conditiou , il faut que la dimension de chaque 
terme, c'est-à-dire la somme des exposans des 
trois variables dans ces termes , soit de même 
rang ( pq^ir ou impair) que le degré de l'équa-. 
Ûon , 4e mauière que dans une équation de degré 
pair, la dimension de chaque terme soit paire „ 
et que dans une équation de degrç impair , 
tous les terzues soient de dimension impaire. 
Ainsi y( r, ^, r) = o étant l'équation algébrique 
4'ane surface rapportée à trois plans quelconques^ 
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on fera , daniS celle équation : 

Substituant ces nouvelles valeurs de r^ s^t^ 
pn aura (art. 76) en a?, ^, js, Téqualion de 
la surface rapportée à trois nouveaux plans 
parallèles aux premiers » et passant par le point 
qu'on suppose être le centre de la surface. Tous 
les ternies de cette équation seront , par hypo- 
thèse , de la forme Aoc^j^z'\ Si, par des valeurs 
particulières et réelles assignées aux trois cous- 
tantes a , ^ , c , on peut faire disparaître tous les 
termes dans lesquelles la somme /+m+/i des 
çxposans des trois coordonnées açyy^z sera Sun 
autre rang {pair ou impair) que le degré de l'équa- 
tion /(ry Sf t):= o , la surface proposée aura 
\Ln centre, et un nombre infini de diamètres. 

9S. Des Plans diamétraux. On appelle 
plan diamétral d'une surface , celui qui divise 
çn parties égales un système de cordes parai* 
lèles entre elles. On dît que trois plans diamé- 
traux §oi^t conjugués entre euoç ^ lorsque Tun 
çle ces plans coupe en parties égales les cordes 
de la surface parallèles h la droite d'intersec- 
tion des deux autres plans. 

Lorsqu'une surface a un centre et des plana 
diamétraux , on distingue le diamètre parallèfe 
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aux cordes que ce plan divise en parties égales ^ 
en le nommant diamètre conjugué au plan. 
Réciproquement le plan diamétral conjugué à 
un diamètre , divise en parties égales les cordes 
de la surface parallèles à ce diamètre (*). 

Lorsque la surface dont l'équation algébrique 
est donnée , aun plan diamétral, on peut suppo- 
ser, i®. qu'elle soit rapportée à ce plan comme Tun 
des trois plans des coordonnées , ou autrement , 
que ce plan diamétral contienne deux des trois 
axes auxquels la surface est rapportée , par 
exemple , les axes des ce et des y j 2®. que le 
troisième axe, ou l'axe des z soit conjugué au 
plan diamétral. Cette hypothèse admise, lex- 
posant de js dans chaque terme doit être un 
nombre pair , puisque le plan des ocy divise en 
parties égales toutes les cordes de la surface 
parallèles à l'axe des z. 

94. Soîty(r, ^, ^) l'équation algébrique 
de la surface rapportée à trois axes quelconques 
obliques ou rectangulaires. On rapportera la 
surface à trois nouveaux axes. Les constantes 
qui déterminent les nouveaux axes sont au 

(*) Voyez la Correspondance sur i^Ëcole polytechni^nCi^ 
t#n). a , pag. 5. ^ Article de M. Binet. J 
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lion^iYi de neuf; de ces neuf constantes , sept 
donnent hi position de la nouvelle origine des 
coordonnées ^ de l'un des nouveaux axes , par 
exemple de Taxe des a: , et du plan qui contient 
les deux autres axes des y et des ;;. 

Lorsque , par des valeurs particulières et 
réelles assignées aux se|)t constantes, on peut 
faire disparaître les ternies oii les exposans de 
la coordonnée parallèle à l'axe des ce , sont des 
nombres impairs, la surface proposée a pour 
plan diamétral , le plan des œy^ Les équations 
qu'on obtient en égalant ci zéro les coefficiens 
de ces termes, contiennent les sept constantes, 
et servent à les déterminer. Par l'élimination , 
on obtiendra d'autres équations telles que cha- 
cune d'elles ne contiendra plus quWe seu]e 
constante qui sera l'indéterminée. Résolvant 
cette équation , en considérant la constante 
Comme Tinconnue, le nombre des racines réelles 
de cette équation déterminera le nombre des 
plans diamétraux de la surface. 

Si, par des valeurs particulières des neuf 
constantes qui déterminent les trois nouveaux 
axes , on parvient à une équation entre les 
nouvelles coordonnées a: , ^ , x , telle que lek 
exposans de ces coordonnées soient dans tous 
les termes de l'équation , des nombres pairs , 
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la surface a#àù moins trbis plans diamctraux 
conjugués (art. gS). 

En prenant pour exemple la surface dont 
Téquation algébrique el^t du second degré ^ 
on y appliquera la méthode précédente, pour 
déterminer le centre et les plans diamétraux 
die cette surface; 

S II. 

Des surfaces du second degré. 



Définition. 

95 . Toutes les surfaces du secoûd degré sont 
représentées par l'équation générale du second 
degré entre trois variables : 

t\ u^ i^ éiaut les coordonnées d'un point de 
* la surface , rapporté à trois plans rectangu- 
laires. 

La propriété caractéristique de ces surfaces 
consiste en ce que chacune délies ne peut être 
coupée par une droite qu'en deux points. Pour 
le démontrer, menons par un point (it', w'j f^') 
de la surface du second degré , une droite qui , 
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prolongée inclcfîniment , coupe la surface eîi 
un autre poiot , et cherchons les coordonnées 
de ce point. Soient : 
(2) f— <'=5=/(f^ — p>)i (3) u^u' = m(y'^i/)î 

les éqviations de la sécante. 

Mettant dans Féquation (i) , à la place dé 
f , M , i^ , les coordonnées ^\ m', f^' du point par 
lequel on mené la sécante , elle deviendra : 

+ aBuV+3uBV/'+ajB''/'tt'4-âC<'+2C'«'4-2CV=*ri 
et en la retranchant de Téqualion (i) , on a : 

Désignant par les lettres ^, w, ^ les coor- 
données du second point où la sécante coupe 
la surface , les équations (2) et (5) de celte 
sécante donnent : 

tt» — «'» = (« + tt') (w— a') = m (« + w') (f'— / )^ 
uç — w V si= ( h' -f-'^^O C^— *' ) » 

Il — «' =m((' — /). 

Substituant ces valeurs dans l'équation (i)^ 
et divisant tous les termes par f — y^^ on a: 



( i44 ) 

+aB (u'+mi^ ) + a -B^ ( r+ /f' ) +aB^ ( lu'+ mt—hw'+ bn» 

Les équations (2) ^ (5) , (5) , qui contiennent 
les coordonnées tj u, ç^ étant linéaires, la 
droite menée par le premier point (^^ u^j ^ } 
ne peut couper la surface qu'en un second point ; 
d'où it suit qiien général une droite ne peut 
rencontrer une surface du second degré qu'en 
deuoc points* 

De la Tangente et du Plan tangent d*une 
sur/ace du second degré. 

96^ Une droite sécante devient tangente , 
lorsque les deux points oii elle coupe la surface 
se réunissent en un seul. Les équations (2) , 
(5) , (5) de la sécante deviennent donc celles 
d'une tangente , lorsqu'on suppose dans l'équa^ 
tion (5) (art. 96 ) : 

tz=zt'j U:s=:u'f 9:=:i/f 

et on a pour les équations de la tangente en 
un point (/', u', i^') : 

(2) t — t'^Hy^v'), (3) II — tt'=t:m(v — F'), 

les constantes / 6t m étant liées entre elles par 
l'équation : , 




(6) ^ou en ordonnant par rapport a / et a m : 

t {At^ + Biiu' + jBV + C ) N 
-^m^BHf ^A'u' +Bi^' +(?) (=50* 
•f B't' + Jîa' 4. ^V + a» ) 

Le plan qui touche la surface au point (/', li', p') 
coniïejit (Géométrie descriptive^ S uppL^ art. 24) 
toutes les tangentes à la surface^ qu'on peut 
mener par ce point ,• d'où il suit que l'équa^ 
tîon du plan tangent . doit être indépendante 
des constantes / et m qui déterminent l'une 
de ces tangentes j donc , si l'on substitue 
dans l'équation (6) , pour / et m , les valeurs 

— / ■>. ' 7^ tirées des équations (2) 

•I ( 3 ) , on a : 

it^t'){At' J^ Bill/ 4. B'/ + C ) 
+ («—«') (-B«^f'+ ^V + Bit' + O 
-h i^ — ^){B't' J^Bu' + ^V+ Cl) 

Réduisant au moyen de l'équation (i)(^vl.^^)^ 
l'équation du plan tangent devient : 



(7) 
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et on a de plus entre les coordonnées ^, u\ v^ 
du point de contact , l'équation : 

Af* + A'i/^ + . ^V^ 
(8) { +2Bu'v' + a B'v'tf + a. BUfi/ ) = o» 

De la Division des surfaces du second degré 

en deux classes. 

97. Les surfaces du second degré se divisent 
en deux classes , les unes qui ont un centre , les 
autres qui en sont dépourvues , ou plutôt dont 
le centre est à l'infini. Pour le démontrer , 
supposons qu'elles aient un centre , et que les 
coordonnées de ce centre soient « , jS , 7. En 
transportant l'orîgîne des coordonnées au point 
* ♦ i^ > > > et rapportant la surface à trois nou- 
veaux plans parallèles aux premiers , on a 
(art. 76) : * 

Substituant ces valeurs dans l'équation (i) 
( art. 95 ) , elle devient : 

Ax^-{'Ay-{-Anjs^+2,Byz+SLB'x£^2Bffxy 
^:lx {Am+B'f^+B'y + C) 
-h s^y (5"* + A'^ ^ By +C) 

+ ^ «» 4. A'^"^ 4- A^y* 
+ 2Bfiy + 2B*ay+ xB^^itfi 

+ a C« + a jB'/3 + a C V — i5^ 



I 
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On rèmarijueta i<*. que les cJoefïîciëns âen 
termes à dei^x dimensions sont les mêmes danal 
Cette équation (a) et dïms Féqttation (i) (art. gS) j 
3<*, que le terme Constant de lequation (a) est 
composé des termes de l'équation (i) (art. gS)^ 
dans lesquels on chatigerait r , zi , f>, eii ^ , ^ , 7^4 

Pour que Téquation (2) ne contienne que 
dies termes dont la somme des exposans soit 
paire, il faut que les coefEciens de x^ j-^ :t 
soient nuls ^ ou qu^on ait : 

(3) Act + Bfffi + B'y + C=o^ 

(4) B''U+A'li + By+at:=,0, l 

(5) B'a+ Biè + A^y + Qf =x= o (*). 

Nommant — jBfle terme constant de Téqna* 
lion (2) y elle se réduit à : 

Ax^+ AY + A^z''+ aSyz + s.B^xé + ± B^xy = H. (E% 

Cette équation (£) sera satisfaite en prenant 
œ ^ j^ z positivement ou négativement^ ce qui 
prouve ( art. 92 ) que la surface à laquelle cette 
équation appartient , a un centre dont les coor-« 
données « , , 7^ sont déterminées par les équa^ 
lions (S)^ (4)» (5). Si la constante ^ est nulle 5 
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(*) En différenliant Téquation (x) (art. 96) succcssi-^ 
irement par rapport a ^^ z/ , et t^, on a trois équations, dan» 
lesquelles mettant pour /, « , p , les coordonnées « , /8, y^ 
on obtient les Uois équation» (3) ^ (4) f (5) (art. 9.1)4 
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Toriginie des coordonnées est un point dé )â 
sur£ice , et ce point en est le centre. 

Les équations (3), (4) % (S) linéaires en c^ /3 , ^ ^ 
donnent , pour ces quantités , les valeurs sui- 
vantes : 

^^ AB*+A'B'^+AffB*f^^'-^AAa—:iBB'Bff ^' 
^ C{BB'^AffBf)+C{AA'''^B'*)+Cff(B'B»—ABJ 

^~ AB''+^A'B'*+AfBi*^AAA»—2BB'B'' ' 
_ CiBBf'r^AB'y^C'iB'Bi'—AB)+C»iAA'-'B''^^ . 

^~ AB-+AB'-+AffB''-'^AAAff'^zBB'Bf 

Supposons maintenant que les numérateurs 
de ces trois fractions soient des quantités finies , 
et que le dénominateur commun soit nui y ou 
qu^on ait : 

AB^ + A'B'* + A^Bi* -^ A A' A* — n BB'B» =s: d » 

les coordonnées m. y fi ^ y du centre de la 
^r&cé seront infinies ; d'où il suit qu'il y a 
deux basses dé surfaces du second degré , les 
&nes qui ont un centre » les autres qui en sont 
dépourvues. Lorsque des trois fractions, valeurs 
de «, JS, 7, une ou deux seulement se réduisent 

à — ) l'équation proposée appartient à une sur- 
face du second degré , qui a pour centres , tous 
les points d'un plan ou d'une ligne droite. Nous 
examinerons ce cas particulier. 
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I>es Surfaces du second degré qui ont un . 

centre. 

g8. Toutes les surfaces du second degré 
qui ont un centre ^ sont comprises dans Tcqua-* 
lion (E) (art. 97) : 

le centre étant l'origine des coordonnées rec-s 
tangul aires -se 1 J" , 2. 

Concevons par un point ( j:', ^•', x' ) de cette 
surface un plan tangent ; on aura l'équation 
de ce plaui en mettant dans l'équation (7) 
(art. 96), au Ijeu de ^, 11, i^, les lettres 
a?, j-, z , et à la place de (', zi', f^', les lettres 
^'5 y 9 ^'- Changeant Kealï^ et en suppD3ai^t 
iiuUçs les çonstajnies C, C'> C" , l'cquatip» (7) 
( art. 96 ) se réduit à celle-ci : 

%id% trois coordonnées a:', ^', z' du point de 
contact sont liées entre elles par l'équation ; 

' J^^ pârpendic^ulai» ^u pla^ tangent ^ menée 



I 
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par le poîut de contact , est la droite qu'on 
ûppelle la normale. Faisant , pour abréger : 

jix' + BHy' + B'z' = L , 
B^x'+ Ay ^Bt' c=M,r . 
B'x' + Bf + A'fz' —N\ 

Us équations de la normale sont (art. 26) : 
JVC*— a/) =i («—«')# iV(/— y')=Jlf(r— ^)- 

La parallèle à cette normale , menée par 1^ 
centre de la surface , a pour équations ; 

Des Sommets de là' surface du second degré. 

99. Le plan tangent à la surface du second 
degré détermine la direction de chacun de 
ses élémens. La normale élevée par le point de 
contact , contient les centres d'une infinité de 
sphères , et parmi ces sphères , il y en a deux 
dont le centre est déterminé par les rencontres 
4e, deux normales consécutives , et qu'on 
nomme les sphères asculatrices de la surface. 
Jj^s rayons de ces sphères déterminent la couxy 
]>ure de la surface du second degré ^ la re^ 
cherche, de ces rayons est une application du 
calcul dtfïerentieK Eu n'employant que les 

méthodes algébriqt^e^ 1^ oâ pwt iirait^r una 
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antre question plus simple , et qui néanmoins 
jette un grand jour sur la théorie des surfaces 
du second degré. Toutes les normales à la 
surface d une sphère passent par le centre de 
cette sphère ; la surface du second degré ayant 
un centre , on demande s'il existe une ou plu- 
sieurs normales qui passent par ce centre? 
En supposant que cette normale existe , le 
point de la surface d'où part la normale, est un 
sommet de cette surface. 

Les sommets d une surface du second degré 
qui a un centre , sont des points pour les^- 
quels les plans tangens à la surface , menés 
par ces points , sont perpendiculaires aux dia- 
niètrès qui passent par ces mêmes points. Pour 
les déterminer , concevons une sphère con- 
centrique à la surface du second degré , et 
tangente à cette surface en un point (o:',^, z^)^ 
If ommant R le rayon de la sphère , réquatioa 
du plan qui la touche au point (^',j^', z^} est i, 

(i) xx" +j;x'+^^' — ^^r 

et les trois coordonnées, or', j-', z^ du point de 
contact y sont liés entre elles par Téquation : 

j/> ^y^ + x'» c= jR' r 
or , ce plan tangent ^ d'après la définition de^ 
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sommets^ ne diflere pas du plan qui touche 
la surface du second degré au même point 
(a:^,y, z'); donc lequation (i), et l'équation (F) 
(art. 98) sont identiques ; les con^parant terma 
à teirrae^ on a les trois équations suivantes : 

a/ _ ^x' + gy 4- gy 

y B«x' + A'f + Bz' 

^« ^^_.^ 

Le diamètre qui passe par le sommet a pQur 
équations : 

pu en nommant x et /n les tangentes — r > "^ ' 

ces tangentes x et /tx déterminent la direction de. 
la normale qui passe par un sommet, et les 
trois équations précédentes deviennent : 

B» (^BfiK+ A'fc 4. i? ) — /f^ = o, \ (G) 

Eliminant successivement de ces trois équa*» 
tÎQns deux des trois quantités A , /:x , T7"> ^'^ 
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p6sûnt celte surface rapportée par âés coor- 
données obliques à trois' plans diamétraux ^ on 
demande si ces trois plans peui^cnt être con^ 
jjugués entre eusc ( art, qS ) ? 

Pour résoudre celte question > on se servira 
des formulés (art. 80) qui servent à passer d un 
système de coordonnées rectangulaires à un 
système de coordonnées obliques. 

Reprenons Téquation (E) (art. 97)» 

Xjjr^ z étant les coordonnées rectangulaires 
d'un point de la surface. Nommant oc^y /', zf 
fés coordonnées obliques de ce point » on a : 

lEt des neuf constantes^ €ï , b^ c, «'^ è', c', 
a'', y\ cf^ , six seulement sont nécessaires , 
puisqu'on a (art. i4) les trois équations de 
condition : 
(B^^a'^-f'a^'ssi, i!r*+y«+M»î-£:i, e*+c'*4.e^»=Xi. 

Substituant les valeurs de a?, j-,.j5 dans l'équa- 
tion ( -E ) , elle se transforme *èn celle-ci : 

Or ^ pour que la surface soit rapportée à trois 
plans diamétraux conjugués entre eux , il faut 
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Lorsque les trois racines de cette équation (/) 
seront réelles (*), en les multipliant par^, ott 
aura trois valeurs réelles de /î% et si]^ valeurs 

de iyTK Les quantités A, jix, qui déter- 
minent la direction des normales qui passent 
par les six sommets , étant données par une 
équation du troisième degré , il suit que les 
six sommets sont placés sur trois normales ^ 
et que chacune de ces normales contient les 
deux sommets correspondans à la distance 
zt V/t* de ces sommets au centre de la surface. 

L'existence des sommets d'une surface du 
second degré dépend don^ du signe àts racines 
réelles de l'équation (/)• 'Nous démontrerons^ 
dans les articles suivans , que les trois valeurs 
de A et /x , données par les équations {H) et {K) 
de l'article précédent , sont réelles. A ces va- 
leurs réelles correspondent, en général, trois 

valeurs réelles et finies de ^ ou — •> qui sont 

données par les équations ( G) de cet article > 
linéaires par rapport a s-, mais lorsque Tune des 



(*) On obtient encore cetie équation (/) par d'autres 
considérations; voyez les Annales des mathématiques , t. IT^ 
pag. 33 ; la Correspondance sur PËcole PolyUchniijtte ^ 
ion. II , pag. 3^4 ) article de M. Petit. 
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Taleurs de s sera négative, la distance de deux 
sommets au centre de la surface sera imaginaire. 

Des Plans diamétraux de la surface du second 

degré. 

loi. Quels que soient les trois plans rec- 
tangulaires auxquels on rapporte la surface da 
second degré , cette surface a trois plans dia^ 
métraux parallèles aux plans des coordonnées. 
En effet , reprenons l'équation générale (i) de 
l'article gS , et résolvons -la successivement 
par rapport à t ^ à 2/ , et à i^ , on aura : 

^;^ (.Bu + B't + cn ^^/y^ 

ÎT, ï/, y^ représentant , pour abréger , les quan- 
tités sous le radical. 

La valeur de t est composée de deux parties r 
la première est l'ordonnée t^ d'un plan qui a 
pour équation : 

or , il faut augmenter et diminuer l'ordounée 

1^ de ce plan, delà même quantité ^l^^jpont 
avoir les deux coordonnées t de la surface qui 



Lorsque !«•- /^:^plan divise donc 

seront vf ^ . ^^Jates les corde» pa- 

de d" ^ ^^'^!j.^^^ ^^ même raison , les 

min ,^^ J^^t(fo^ divisent en parties égales, 

pa» "''Jji^^^fjlâ^^ à M et à f', sont : 

^ rtc^^^ surface a un centre , un plan dia- 
^fpBSse ncçessairemcnt par cç cçntre. D'oii 
^ '^qae le point d'intersection des trois plans 
j.^^'traux représentes par les équations (i), 
/)^(5) de cet article , est le centre de la snr- 
fg^ce du se«ond degré j on voit , en effet , que 
^^5 trois équations ne difierent pas des équa- 
tions (3), (4)r (5) de l'article. 97 , dans les- 
quelles, au lieu de «, j8, 7, coordoinnées da 
centre , on. mettrait t ^ « , ♦^ t coordonnées du. 
point d'intersection des trois plaQS dianiétraux, 

102. Le système de plans rectangulaire^ 
auxquels on a rapporté la surface dû second 
degré , détermine les trois plans diamétraux 
auxquels ils sont parallèles ; d'oi^ il suit que. 
la surface du second degré a une infinité de. 
plans diamétraux, et que tout pkn qui passf. 
I^ar sou centre , est un pls^n diamétral. En sup* 
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posant cette surface rapportée |)ar dès côor* 
'données obliques à trois' plans diamétraux , on 
demande si ces trois plans peut^ent être con^ 
jjugués entre eusc ( art, 95 ) ? 

Pour résoudre celte question j on se servira 
«es formulés (art. 80) qui servent à passer d'un 
système dé coordonnées rectangulaires à un 
système de coordonnées obliques. 

Reprenons Téquation (E) (art. 97)» 

Xjfy z étant les coordonnées rectangulaires 
d'un point de la surface. Nommant ac^, y^ zf 
les coordonnées obliques de ce point , ou a : 

lEt des neuf constantes* a , i, c, «'> &', c', 

ïï'^, 6^', c''^ six seulement sont nécessaires , 

puisqu'on a (art. i4) ^^ ^^^^ équations de 
condition : 

u-'+a'^-^i'aV^^x^ *»-f.y*+M*îSs:i, «r»+c'»4.<?^»=ii. 
Substituant les valeurs de x^y-yZ dans l'équa- 
tion ( iS ) , elle se transforme en celle-ci : 

Or, pour que la surface soit rapportée à trois 
plans diamétraux conjugués entre eux , il faut 
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divise en parties égales, coupe la surface en 
un point x' , j"' , a', ou — a:' , — y^^ — z\ pour 
lequel on a : 

d'où l'on tire : 

Substituant ces yaleurs dans Téquation (6), 
elle devient : 

{x{Am' -J^ SY + B'x'^ \ 
+ y iBftx'+ Ay + Bz' ) 1= o. 
+ z ( B'x'+ By + A'fz') 3 

Le plan représenté par cette équation (7) est 

évidemment parallèle au plan qui touche la 

surface au point ac^y j^^ tf ^ et qui a pour équa* { 

tiou (art. 98) : 

« ( ^«' + Bnf^ B'z' ) \ 
+ jr ( JS/V4. Ay+ Bt')\=i H. {F) 

4. r ( JB'«'+ By + A^z* ) ) 

Le plan diamétral représenté par l'équation (6) 
coupe la sur£aice du second degré suivant une 
courbe : supposons que , par un point a:', ^', z' 
de cette courbe , on ait mené le plan tangent re- 
présenté par l'équation (F) , on aura , pour ce 

point : 

!x'{Am + Bilfi + B') \ 



» 



j 
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Cette équation (&) exprime que, potiir tous Ici 
potufts de lu section diamétrale » le plan tangent 
est parallèle à la droite x:=:iLZ ^ j^^fiz ; car, 
pour satisÊiire à celte condttion , il faut trans'- 
porter h plan tangent, parallèlemenl à lui- 
même, jusqu'à l'origine des coordonnées, et 
écrire qu'étant dans cette position , il contient 
la droite qui a pour équations : i 

Mettant dans Féquation (7) «« pour x, et lia 
pour j^, die devient : 

qui est identique avec l'équation (6' ). 

104* B ^^^» ^^ Tarticle précédent, que trois 
plans diamétraux conjugués d'une surface du 
second degré, sont parallèles aux trois plans 
laftgentf menés par les extrémités des diamètres, 
intersections des pkâs diamétram conjugués* 
On a vu (art. loa) cfue des ' dix coâ&tûntes 
xelatives à un système de plans diamétraux 
conjugués, trois sont arbrttrflnres : on peut dé* 
terminer ces constantes, en se donnant à volonté 
tin plan diamétral et un diamètre contenu dans 
ce plan diamétral. En effet , des deux plans 

II 




idîamt^traux conjugués à celui qui est donné, 
lun est parallèle au plan qui touche la surface 
à l'extrémité du diamètre donné ; l'autre passe 
par ce diainètre , et par le diamètre parallèle 
aux cordes que le plan diamétral donné divise 
en parties égales. 

io5. De tous les systèmes en nombre in- 
fini de plans diamétraux conjugués^ // n^ en 
4Bi qu'un seul pour lequel ces plans soient 
perpendiculaires entre eux. On nomme les 
droites intersections de ces plans axes princi- 
paux de la surface. Ce^ axes sont dirigés suivant 
les normales qui passent par les sommets de la 
surface. En effet, on a démontré ( art. 98 et 99 ) 
que le plan tangent a^ l'extrémité de la nor- 
male représentée par les équations x =:xz , 
y:=sfjLZ, avait pour équation : 

Il résulte de l'article io3 que ce plan tangent 
est parallèle au plan diamétral qui divise * en 
parties égales les cordes parallèles à la nor- 
male ; donc les équations de condition (g) 
{art. 99) qui expriment que le diamètre re- 
présenté par les équations xz=:xzy ^ = ^s, 
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est perpendiculaire au plan tangent , expriment 
en même tems que ce diamètre est perpendi- 
culaire au plan diamétral qui lui est conjugué. 
Or , les valeurs de x et ^ qui. déterminent les 
directions de ce diamètre , sont données par 
les équations du troisième degré (H) et (JST) 
(art. 99)9 dont chacune a au moins une ra- 
cine réelle ; donc la surface du second degré 
a au moins un diamètre perpendiculaire au plan ^ 
diamétral qui lui est conjugué. Prenant ce 
diamètre pour l'axe des oc' , rapportons la sur- 
face à trois axes rectangulaires des x\ des y^y 
des z^ , ces deux derniers axes étant pris arbi- 
trairement dans le plan des j^'5' perpendiculaire 
à Taxe des œ^. 

L'équation de la surface , dans cette hypo- 
thèse , sera nécessairement de la forme : 

Transformant les coordonnées rectangulaires 
^■', z\ en d'autres coordonnées rectangulaires 
^, , j5/au moyen des formules connues ( Géom. 
cinaljt, de Biot, 5«. édit, , pag. 92 ) : 

y =r^, COS a — • ^/ sîn « , 
z' ==JK/ ^^^ et, -^ Zi COS a , 

on a , pour le coefficient de jV ; 

4 (JV'sin ttCos«— iV«in« cos#i)+'^'^(co6'<»— sîn'«), 
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« étant l'angle (j^, /) des axes des j-^ et 
des y. 

Égalant ce coefficient à zéro , on a , poiir 
déterminer l'angle ^ , Téquation suivante : 

asîn«c05«(l\r' — IV) 4-JV^ (cos'a— • sin* et ) c=o^ 
Oti 

OU 

taiiga« = ~— j^t 

valeur qui est toujours réelle, puisqu'elle est 
donnée par une équation du premier degré. 
D'oii il suit que les trois axes des a^ , des j-, , 
des J5, sont réels, et l'équation de la surface 
du second degré, rapportée à ces trois axes, 
est nécessairement de la forme : 

P«' + Fy* + P^/«* = t. 

Ayant démontré que les trois axcis principaux 
de la surface du second degré sont réels , et 
les quantités X , /u qui déterminent la direction 
de ces axes , étant données par les équations 
{H^ , (jK) de l'article io5, on doit conclure 
que les trois racines de chacune de ces équa<^ 
tions sont réelles. 

io6. Les trois axes principaux coupent la 
surface en six points^ qui sont les sommets 
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de cette surface. Les parties de ces axes , com- 
prises entre les sommets opposés sont les 
diamètres principaux de la surface. L'une 
quelconque des trois équations (6) (art. 99) 
donne les valeurs des carrés des demi-diamètres 
principaux qui correspondent aux valeurs 
réelles de x et /tA. Pfommant €7 , & , c ces demi- 
diamètres , les coefficiens P, JP', P^^ de lequa- 
lion /lc*+ P'j^*-+-P"z* =1 1 (art, io5) sont res- 

. , I I t 
pectivement égaux aux quantités -^^-t7--7- 

De la Relation entre Iss trois diamètres princi- 
pauac rectangulaires d'une surface du second 
degré f et les trois diamètres conjugués de 
cette surface , déterminés par les angles que 
ces diamètres font entre eux^ 

107. On a vu (art. 102) que la surface du 
second degré étant rapportée à trois diamètres 
çonjugiués , son équation était de la forme : 

Tîommant 3/*, 2g ^ 2 h les longueurs des dia- 
mètres conjugués , parallèles aux axes obliques 
des ce , des j*, des z , cette équation devient : 
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Concevons une sphère du rayon R , concen- 
trique à la sijrface du second degré , et tan- 
gente à cette surface en un point (x', y , js'). 
La distance du centre de la sphère au point 
de contact , est (art, 62) : 

d'oii il suit que Téquation de la sphère rap- 
portée aux axes obliques , est : 



Par le point (a:', j-', z') commun à la sphère 
et à la surface du second degré , menons des 
plans tangens à ces surfaces, et les équations 
de ces plans seront (art. 98) : 

'cos(A g) + z^cosig,h)]\ = R\ 
{ z^ +ycos (^, K) + ^'cos {hj)} ) 

(4) g'h-xx' + hif'yf +f^g'zi' •^f'g'h^. 

Supposons maintenant que le point (oc!\y^ z^) 
soît Textrémité de Fun des trois diamètres prin- 
cipaux: rectangulaires; les plans tangens menés 
par ce point coincideroat , et les équations (3) , • 
(4) seront identiques. Egalant les coefficiens 
de a: j ^% J3 dans ces deux équations ^ on aura : 
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y' -^ x'cos U, g) -^ z' cos {g, h) _ y 

Ji' ~ g** 

x'+ycos {g,h')+x' cos (A,/) «* 



H' h 



% 



Les équations du diamètre principal qui pass* 
par le point {oc'^j'^ z') étant; 



z zf ^ z z' ^ 



soient — ^ = <^ , -~- = 4 , et les trois équations 

précédentes deviendront : 

(5) /Mv + 4cos(/,^) + cos(A,y)î =-R*^, 

C6) ^M^+^^««(/'^) + ^«*(^»^)}=-R'^' 
(7) *M i+4cos(^,A)+çcos(A,/)}=/l»; 

d'où Ton tirera les valeurs de /î*, <p et 4 > 
quantités qui déterminent la longueur des trois 
diamètres principaux rectangulaires ^ et la di* 
i*ection de ces diamètres par rapport aux trois 
diamètres conjugués /'^ g^, h. 

Eliminant <^ et 4 > 011 obtient l'équation : 

: /i^^-Bn/' + ^ + ^o 

Cette équation a pour racines les carrés des 



1 
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demi-diamètres principaux recrangulaires ; en 
gommant a^b^c ces demi-diamètres , «elle 
sera équivalente à ceUe«ci : 

Coi^cevons maintenant deux paraliélipipèdes 
construits l'un sur les trois demi-diamètres 
principaux a^ b, c^ l'autre sur les trois demi- 
diamètres conjugués^, gjh; l'identité des équa* 
tions (8) , (9) établit les relations suivantes (*) 
entre ces diamètres : 

lo. La somme des carrés dès trois diamètres 
principaux est égale à la somme des carres des 
trois autres diamètres quelconques conjugués 
entre eux^ ' 

a^. La somme des carrés des faces des deux 
paraliélipipèdes est constante -, 

5^. Les volumes des deux paraliélipipèdes $ont 
égaux (art. 69). 

Eliminant R'' et ^» ou /i^ et 4 » ^u moyen des 
équations (5) , (6) , (7) on parviendrait à une, 
équation du troisième degré , dont les racines 
seraient les valeurs de 4 ^^ <l6 ^« 



m II » i 
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(*) Voyez le Journal de l'Ecole polytechnique, i3*, 
f^ahîer, pag. 281 et a8a ; i6*. cahier , pag. Zz\ \ Bulletin 

* . • . » 

ae la Soçiçté philomatique , mai-i8;3^ 
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S n. 

De la Dii^ision des Surfaceê du second degré 
gui ont un centre ^entrois genres :Ve\lipsoïde^ 
l'hjrperboloïde à une nappe , l'hyperboloïde à 
deux nappes. 

io8. Les plans menés par les trois axes 
pxûncipaux de la «uriace du second de^^ré , 
coupent cette surface suivant des courbes du 
second degré , qu'on nomme les sections prinr 
cipales de la surface. Il est évident que ces 
courbes et la surface ont mêmes diamètres 
principaux. 

L'cquation de la surface (art. 97) 

étant ramenée à la forme : 

l^s trois sections principales ont pour équations : 

P»* +Py* Œ I, 

F'r>-j-P«* = I. 

Ayant déjà nommé (art. 106) rz, b^ c lesdemir^ 
diamètres principaux de ces trois sections, Vé^ 
quation (c) de la surface peut s'écrire ainsi : 
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En supposant dans Féquation générale ( £) , 
jy= 1 , les trois valeurs a*, 6*, c* du carré /î», 
sont donnés par Téquation (/) (art. 99)» et 

si, dans cette équation (/), on substitue — à 
la place de l'inconnue s y elle deviendra : 

+ AB»+A'B'^+AffBff*^AA'Aff—2BB'Bff) 

clont les racines sont les valeurs de P, P, P'^ 
coefficiens de x^^y^^ a* dans Féquation (e) ou(e'). 

109. Les signes des valeurs de '-tt- données 

par l'équation (/) (art. 99), déterminent le 
genre de la surface du second degré. Ou ces 
trois valeurs sont positives ; ou deux sont posi- 
tives et la troisième négative ; ou l'une est 
positive et les deux autres négatives ; ou enfin 
les trois valeurs sont négatives , mais il est évi- 
dent qu'alors la surface est imaginaire. L'équa- 
tion (c^) devient , pour les trois premiers cas : 

^ ^•+^r +7-**= ^ ^ Ellipsoïde, (•,!) 

— «• + — ^* — — r*= I, Hyperboloïde à une nappe , (tf',a) 
—«»——/*— —4r*=i , Hyperboloïde à deux nappes, (e',3) 

V H - 
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On déduit les deux dernières équations de la 
première (e', ï), en supposant d'abord que c 

devient c y — i , et ensuite que b ex c de- 
viennent h \/ — I , c y—i . 

£n examinant chacune de ces équations sépa- 
rément, on connaîtra la forme des trois surfaces 
qu*elles représentent. 

Nous avons déjà remarqué (art. loo) que 
lorsque Tune des racines de Téquation (/) 
(art. 99) serait négative , deux valeurs d'un 
demi - diamètre principal , deviendraient ima- 
ginaires, quoique la droite (art. io5), suivant 
laquelle se dirigerait le demi-diamêtre , fût tou« 
jours réelle; d'oii il suit: 

1®. Que dans les équations (e') les signes 

négatifs afi'ectent les carrés des coordonnées 

parallèles aux diamètres principaux imaginaires; 

2®. Dans l'ellipsoïde, les six sommets (art. 

1 00) sont réels ; Thyperboloïde h une nappe 

a quatre sommets réels, et il ny en a que 

deux réels sur l'hyperboloïde à deux nappes. 

Toutes les surfaces du second degré qui ont 

un centre , étant représentées par l'équation (e') : 

III* ** 

la surface du premier degré , ou le plan qui 
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n pour équation s 

passe par les extrémités dqs trois demi- diamètres 
principaux a ^ b , c, 

S ra. 

Pes Sur/aces du second degré dépourvues d^ 
centre , ou dont le centre est à l'inJinL 

I lo. On a vu (art. 97) que l'équation la plus 
générale des surfaces du second degré, étant : 

les coordonnées « , jB , y du centre de ces sur- 
faces devenaient infinies , lorsque les constantes 
des termes à deux dimensions de cette équation 
générale étaient liées entre elles par l'équation 
ce condition : 

V 

AB- + A'B'^ + A^Blf* ^ AA'Aff — s^BB'Bif ss p , 
ou , pour abréger : 

jDans ce cas, les diamètres principaux de la 
i^urface, qui étaient réels, deviennent infinis; 
et en effet ^ le coefficient de s^ , dans l'équation 



^ /) ( art. 99 ) , e«t égal à D j or , tous les termes 
de cette équation étant divisés par D y le derniet* 

terme ~ » qui est le produit de toutes les ra- 
cines de réquisition , doit devenir inâm ; donc ^ 
C€ coefficient D doit être nuL 

■ 

m. En transformant (art, 86) les coor- 
données rectangulaires tj u ^ (> , en d'autres 
coordonnées rectangulaires acf^ ^', «' parallèles 
aux axes principaux ( art. i o5 ) , on rarm-enerait 
Téquatiôn (i) de l'article précédent à la forme : 

Elle comprend toutes les surfaces da second 
degré , celles qui ont un centre , et celles dont 
le centre est à l'infini ; n\ais lorsqu'elles ont 
un centre f les coordonnées de ce point sont 

(art ïoi)-— -^7 '^Q^ '^i/f^' ^'^^ '^ ^^^^ 

que j pour les surfaces dont le centre est à fin- 
fini , l'un au moins des trois coefficiens Ç, Ç^ Ç'' 
est nécessairement nul , et cette condition est 
équivalente à celle qu'on exprime au moyen 
de l'équation de l'article i lo : 

AB^ + A'B'^ + AffBil^ — AA'A^ — ^BB'B^ isz-o. 
Siipposons qu'on ait Ç :ê± o , ç'est-à*dire qu^ 
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la coordonnée du centre parallèle à Taxe des ^r', 
soit infinie , lequation de la surface deviendra : 

C'y* + q^z'^ + a y»' + 2 9'/' + s^qfiz' = jt , 

et en transportant l'origine des coordonnées 
en un point déterminé de la surface , on pourra 
la réduire à celle-ci : 

pz^ -f p'y^ —- I^pp'x = o. 

En effet, soient l^m^n les coordonnées de 
ce point respectivement parallèles aux ocf ^y^ ^ z': 
on aura pour ce point : 

(0 Q!^^ 4- Ç"»* + 2 çZ + 2 7'm + %<i^n = k. 

Transformant les coordonnées x^^ y\ z' en 
cr + Z, ^+m^ Z'^riy on obtiendra par la 
substitution : 

Le coefficient de x qui ne renferme ni /, 
ni m y ne peut pas devenir nul par des valeurs 
particulières de ces quantités; d'où il suit que 
les deux termes qui contiennent le carré et 
la première puissance de l'une des coordon- 
nées , telles que x , ne peuvent disparaître 
en même tems , à moins qu'on ne suppose 
la surface du second degré réduite à un cy- 
lindre dont les arêtes seraient perpendiculaires 
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«a plan des y% , et qui auraient pour base une 
courbe du second degré située dans ce plan. 

En égalant à zéro les coeâxciens de y et 
de z , on aura : 

(a) m = --^, (3) »«=-;^- 

Des trois équations (i), (a), (3), on tirera 
les valeurs des coordonnées ly m y n du point 
de la surface que l'on doit prendre pour origine 
des coordonnées , afin que l'équation générale 
des surfaces du second degré qui n'ont pas de 
centre , soit réduite à la forme la plus simple : 

De la Dii^ision des Surfaces du second degré 
dont le centre est à F infini , en deux genres : 
le paraboloïde elliptique , et le paraboloïde 
hyperbolique. 

113. La combinaison des signes de l'équa- 
tion (/) , pz^ '^p^y* — ^pp^x = o , ne présente 
que deux cas : ou le coefficient /?' de j* est 
positif, ou il est négatif : s'il est positif , Fé- 
quation 
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ipeprésente un par&holùïde elliptique '/ %ï ee 
coefficiem est négatif, réqc^don 

appartient au paraboloïde hyperbolique. Nous 
déduirons de cts deux équationis (J''j i), (/', j2), 
tout ce qui est relatif à la forme de ces deux 
imrfaces., et ïious ferons connaître» les propriétés 
c|w les distinguent. 

Des Plans tangens ^ et des Plans diamétraujc 
des surfaces du second degré qui n'ont pas 
de centre. 

n5. Soienf à^ ^ J^> *' J^^ coordonnées 
d'un point de la surface représentée par Téqua- 
tîon (/) (art. iiî) : 

pt^ + p'y» — ipfii = o. (/) 

On a pour ce point : 

Une sécante qui passe par le jnéme point 
^> y» ^> 21 ;p6=ar éifttaiîons : 

Elle coupe la surface en un autre point 
ce", /'',«'' pour lequel on aies quatre équations 
suivantes : 
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i^— »' = ^r«'~z'), y/ --y = m («//—*'): 
ftetranchaht la isecdndè de là ;^remière , on a : 

tlelle-ci devient , au moyen des troisième et 
quatrième équations : 

(i) pixff+z') + mp'{y^+y)^iïpp^^o. 

lorsque la sécante devient tangente : 

zt—z^^ yff=y, «'/:=^V 

kl les deux constantes / et m sont liées ëntr^ 
elles par l'équation : 

pzf -f- jnp'y' — a /;?^' == o. 

iSubstituânt dans celte équation , pour / et /w , 

leurs valeurs - — ; ^ ' '^ ;• ■ et ^^ - ^ .- •'/ ■ , ori obtient 

z — 2' • z — z^ 

Téquàtion du plan taogent : 

et en réduisant au moyen de réquàtîon (/*) : 

, La corde qui coupe la surface du SecbQd degré 
itiiX points oc^; y^i V et oc^Uf^i ^'^ étant dï- 
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visée en deux parties égales , le point milietl 
appartient au plan diaméti*âl qili divise en deux 
parties égales toutes les ^cordes de la surface 
parallèles à la droite a? = Zs , j- = ma ^ soient 
<c^ jj z les coordonnées de ce point milieu, 
où a évidremniènf : 






— — = X. 



Su]|)stituant ces valeurs dans lequation (i)^ 
elle devient : 

pz + tnj/f — 2 /;?/>' = o. (S) 

Cette équation ne contenant pas la variable a:, 
Oh doit conclure i^é tous les plàn's dtiàïnétràux 
de la surface du second degré qtii h'à pais dé 
centre, sont perpendiculaiTe^ au plan d«s yz^ 
un second plan diamétral qui diviserait en 
deux parties égalés les cordes parallèles à une 
droite des équations x = l^^^ jr = m^ss^ , aurait 
pour équation : 

pz + m'py — 3 Vpp^ = o, (A') 

\ _ ■ ' • - . », - 

Supposons que le secoiid plan diamétral 

soit j^araitèle aux cordes que le premier di- 
vise en parties égales j et réciproquement » 
que le premier soit parallèle iaùx cordes que 
le second divise en parties égales » on aura 
l'équation de condition : 
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Cette équation étant satisfaite , les deux plans 
diamétraux qui ont pour équations (A) et (h^)f 
se [coupent suivant une droite parallèle à 
l'axe des oc , qui rencontre la surface en un 
point ; ayant pris ce point pour origine des 
coordonnées , et menant par cette origine y 
<les parallèles aux cordes que les plans dia^ 
métraux divisent en parties égales, ces deux 
parallèles et la parallèle à Taxe des a:, sont 
les axesdW système de coordonnées obliques, 
,tcl qu'en y rapportant la surface > Téquation 
.sera de la même forme que l'équation (/*)• 
Nommant t la coordonnée parallèle à Taxe 
primitif des jp^ li et f^ les coordonnées parallèles 
aux cordes que les plans diamétraux diviseni 
en parties égales f on aura : 

équation de la surface , dans laquelle ;«- et ^ 
sont les coefficiens constans de m* et i^*,. 

Le plan tangent à la surface , mené par Fori- 
gînc des coordonnées obliques coupe les plans 
diamétraux représentés parler équations (h) et 
(A'), suivant des droites qui sont les axes 
des coordonnées ii et f'. Lorsque ces plans sont 
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j)6rj)ciidlculaires entre eux> ôa a (art. 28), 
pour équation de condition : 

OU à cause de l'équation {h/^) : 

mm* ( p — y:;' ) = o. 

« 

Cette équation est satisfaite de trois manières^ 
en faisant, i<>. m = o, 3®. m'=o, "^^.p — pf=zo. 
On a m = o , ou m' = o, selon que Taxe des u, 
ou Taxe des v se confond avec Taxe des ;ç. 

Dans le cas particulier oii Ton aurait p=pf ^ 
léquation mm! (p — ^' ) = o serait satisfaite , 
quelle que fût la valeur de m ou m^ Ce qui 
signifie que la surface du second degré est de 
révolution , et que tous les plans passant par 
Taxe de révolution divisent en deux parties 
égales les cordes de h surface, perpendiculaires 
à ces plans. En général , les surfaces du second 
degrés dont le centre est à Imfini, n'ont que 
deux plans diamétraux perpendiculaires ^ujc 
cordes que ces plans divisent en parties égales > 
elles n'ont qu'un seul sommet réel qui est sur 
la normale iotersection de ces plans diamétraux»* 
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Ves Caractères auxquels on peut reconnaître 
Cjuune Equation du second degré à trois 
variables représente une surface de réç'o* 
lut ion. 

ii4» On pourrait s'assurer à priori qnune 
courbe du second degré , eu tournant autour de 
l'un de ses axes principaux , engendrerait unç 
surface du second degré. L'équation de celte 
surface serait nécessairement comprise dans Té- 
quation générale (art. gS) : 

^'^ \ +sJBw+2B'vt+2B^tu+:iCt+2C't+2afv j ^ 

On propose de trouver les relations qui 
existent entre les coefficiens constans de celte 
équation, pour qu'elle représente une surface 
de révolution ? 

Pour résoudre cette question , nous remar-» 
querons que Taxe de révolution d^une surface 
du second degré ne diflere pas de l'un des 
trois axes principaux de cette surface , dont ou 
a déterminé ( art. 99 ) la direction au moyeu 
des deux équations suivantes (g) : 

Ak + Bfffi + i?'= A ( 1?'A + B^ + A^ ) , (^,1),. 
i?»* + 4> + 5 r= ^ ( ZJ'A + B^* -f- A<i ) , («,3). 
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(=txv^ u==:fAi' ëtam les équations de Taxe 
principal , ou d'une parallèle à cet axe. 

En effet , supposons que la surface du second 
degré ait un axe de révolution 5 deux plans 
quelconques perpendiculaires entre eux , qui 
passent par cet axe , sont conjugués au plan 
diamétral perpendiculaire à cet axe^ or, des 
frois droites intersections de trois plans dîa-r 
xnétraux perpendiculaires et conjugués entre 
eux , l'iJine d'elles est un aa:e principal de h 
surface j donc , cet axe , et Yax$ de réyolutiou 
s'il existe , doivent coïncider. 

Prenant cet axe de révolution pour Tun des 
trois axes principaux , les deux autres axes 
sont indéterminés, puisqu'ils peuvent tourner 
dans le plan diamétral perpendiculaire h Taxe 
de révolution. 

Les valeurs de x et /a^ données par les équar 
tions (g) ne peuvent être indéterminées que 
dans le cas oîi ces équations ont un facteur 
commun ; or , chacune d'elles a un facteur 
linéaire qui donne la valeur de x ou de ji* 
correspondant à Taxe de révolution j donc le 
facteur commun aux deux équations , est li- 
néaire. Ce facteur commun doit exprimer que 
les deUx autres axes principaux sont datis un 
plan perpendiculaire à l'axe de révolutron*. 
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Soient lei pi les constantes qui déterminent 
ia direction de Taxe de révolution, ensortcque 
cet axe , ou sa parallèle , ait pour équations : 
Z;^/^, i/ = inp. Soient, déplus, t=i\i^, u:=^fA.v^ 
les équations de Tua des trois axes principaux , 
perpendiculaire à Taxe de révolution ; ces deu^ 
axes étant perpendiculaires entre eux, on a 
pour condition ( art. 1 3 ) : 

I + '^ + '^f* = ^• 
Les équation^ (gr) > d'où l'on doit tirer la 
valeur / de A , et la valeur m de /x , doivent donc 
être identiques avec les équations suivantes : 

(a — 7) (i^7A-f J7i^) = 0t {g',i) 

( fi — m) ( X 4. / A + m ^ ) = o. {£'y2) 

En identifiant ces équations , on détermine les 
valeurs des constantes l et m^ et on obtient les 
équations de condition qui expriment que Téqua- 
lion (i) appartient à une surface de révolution. 

Pour comparer les équations (g) et (g^), 
écrivons- les ainsi : 

A* + -j- Ail» + -^— 2 -— m/»— 1=0, te',!) 

, , £' , ^{AV—A) Bff , ^ 

tf+'J-^fi £ -g- A— 1=0, (^,a) 
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(denliflant , terme à terme , les équations (g'v i ) 

?l(ê^j 0» (ê'»^) etfe^'^)'^"^*^ *"^ équations d« 
condition qui se réduisent aux quatre suivantes : 

t 

d'où il suit que i'axe de révolution , s'il existe , 
pu sa parallèle , a pour équations : 



et cet axe existera , lorsque les équations 4^ 
condition suivantes seront satisfaites : 

B'BfflJ'f^À') — B ( Jî«^*— JB'O = o. (b). 

La direction de Taxe de révolution ne dépçnd 
que des trois cocfficiens B, B'^ 1^'^, Il est facilç 
de voir que si l'équation (i) est privée d'ui^ 
seul des rectangles uv ^ vt^ tu^ la surface nç 
peut être de révolution ; car , eq supposant 
iî = o , par exemple , on aurait jB'/?''» = ^» ^ 
qui donne ou ^' =: o , oii i5'' = o ; c'esl-à-dire 
quç deux rectangles disparaîtraient , ce qui est 
contre Thypo thèse. 

SupposQiis maintenant deux des troisi coef" 
ficicns B, B\ B'^ nuls; soient, pjir exemplç, 
^ =: O , Ê^ z=zOy ovi tirerait des équations (a^ 
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j^ — yaiizdl :?! — _J?!_ 

Ds^ns ce cas , l'axe de révolution serait paral- 
lèle au plan des (tu) , et les deux équations {a) 
et (h) se réduiraient à celle-ci : 

m^:=i{^A^—A)iAn^A'y 

Si on suppose de plus i5^^=: o , cette dernière 
éqtxation fait voir qu'on a nécessairement ou 
A^ = ^ , ou A^^ = A^ ; c'est-à-dire que lors-r 
que les trois rectangles uvy 9ty tu manquent 
dans l'équation générale » la surface ne pei^t 
ê^re de révolution , à moins que dcu3^ des trois 
cqe0iciens A ^ A\ A^^ ne soient égaux et de 
même signe. Cette condition étant satisfaite , 
Taxe de révolution se confondra avec l'un des 
axes des coordonnées f, u , i^, ou avec une paral- 
lèle à cet axe, qui , dans ce cas , (art. 1 1 i)est cUcr 
mcme parallèle à l'un des axes principaux (*). 

Uaxe de révolution doit passer par le centre 
de la surface . dont les coordonnées « , jS[ , > 
( art. 97 ) sont connues j d'où il suit que cet 
axe a pour équations : 

£// B" , 

? — * = -^(«' — y)» W — i8 = --^(*'— y). 

C^') Voyez la Correspondance séf* VÉcole Polytechnique^ 
article de M. Bourdon, tom. II , pag. 196. 
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S rv. 

De la Génération deis Surfaces du second degré ^ 
et des Sections principales de ces Surf aces , 



De r Ellipsoïde^ 

1 1 5 • L'ellipsoïde ayant (art. 1 09 ) pour cqua.^ 
tion : 

on aura , en faisant successivement s =: o « 
j- = o , a: = o , les é(|uations suivantes 4es trois 
fiectious principales : 

(i) l^x^ + ay^ = a*3» , 

Ayant mené trois droites perpendiculaires 
entre elles (fig. i, PI. 2) SS^y S^^S'^[, S^^S^ 
qui se coupent en un point (O, O') , on prendra 
sur ces droites , à partir du point ( (?, O') àts 
parties égales aux demi-diamètres principaux 
de la surface iz, &, c, et on construira des 
^Uipses ^pk aient pour demi-diamètres prin- 
cipaux, deux des trois quantités a^b^c. La 
première ellipse SS^S^^S!^^ ;situcç da^s Xc plaft 
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^és ±j'' â pour êquanon (i) : 

Les équations (3) et (5) appartiennent aux 
ellipses SS^S^^S'' et S^^S^f^S'^S^ situées dans 
}cs plans des xz et des ^«. 

LfOrique deux des trois diamèlres principaux 
s<i 9 ab f ac sont égaux entre eux, l'ellipsoïde 
est de révolution autour du troisième diamètre. 
Ë&fin , lorsque ces trois diamètres sont égaux 
filtre eux , l'ellipsoïde devient ui^e spbèrc* 

Pe r/fyperboloïde à une nappe. 

1 16, Soient (fig. 2 , PI. 3) les trois droites 
rectangulaires SS^, S^^S^'^, S^^S^ qui ont pour 
iongueurs , les diamètres principaux réels 
3<ï, ai, ac d'un ellipsoïde. L'cHipse SS'S^^S^^ 
construite sur les droites sa, 2b ^ comme dia- 
mètres principaux, et les hyperboles qui ont 
pour axes principaux l'une Its droites SS^ ^ 
S^'^S'^ égales à 3€z et 3Cj et l'autre les droites 
S'^S^^^^ aS^^iS^ égales à 3^^ et 3<;, sont ]es trois 
sections principales de Thyperboloïde à une 
nappe. Cette surface ayant (art. 109) pour équa- 
tion : 

1,1 I 

. a?* -4- y* — * — — • z^ =:: i « 
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Itë équations des trois sections principales sî«r 
tuées dans les plans des xy^ des oc% et des yz ^ 
Sont : 

Tous les plans parallèles au plan des xy 
toupent cet hyperboloïde suivant des ellipses 
semblables à la section principale du plan 
des ocy : eii dessus et en dessous de cette section ^ 
les ellipses augmentent en grandeur; d'où il 
suit que l'hyperboloïde ne comprend qu'une 
seule nappe ^ui s'étend indéfiniment en dessus 
et en dessoiis de la section principale du plan 
des a^ i et qui est divisée par ce plan en deux 
parties égales et symétriques. Lorsque les deux 
diamètres réels aa» 26 sont égaux ^ la surface 
est de révolution autour du diamètre; on la 
nomme hyperboloïdede réi^olution à une nappe ^^ 
et elle a pour équation : 



tf» 



X* 4- y' —1 -^-- «* =3tf*» 

Si IWç quelconque des trois quantités a> , 
è* , p^ devient infinie , l'équation de l'hjperbo^ 
îoïde à une nappe se réduit à celle d'un cylindre 
qui a pour base l'une des trois sections prin»- 
cipales ^ et dont les arêtes sont perpendiculaire 
feu plan de cetttj section ^ 
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De VHjperboloïde à deux nappes^ 

117. SoJeni (fîg. 3 , PL 2) SS\ S'^S''*^ 
S^'^S^ les droites rectangulaires la^ 2&, açj 
les hyperboles construites sur les deux droites 
SS', S'^S'^', et sur les deux droites SS^, S'^SK 
Gonime diamètres principaux , sont les sectioias 
principales de Thyperboloïde à une nappe ^ 
dont l'équation est (art. 109): 

La première hyperbole est la section faitô 
dans cette surface par le plan des ocjr; la se*- 
COûde est la section faite par le plan des xz { 

la troisième section principale qui serait dan$ 
le plan des xz^ est imaginaire. 

Lorsque les deux diamètres imaginaires . , 

5 by — I, 2 c y/ — I sont égaux, la surface est 
tm hyperboloïde de révolution à deux nappes ^ 
qui a pour axe d^ réyolution le diamètre priïi* 
cipal répl 2 a. 

Du Paraboloïde elliptique (û^.^ 4 f Pî- ^)» 

tïS. Cette surface ayant (art. 112) pour 
équation : 
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les équations de ses trois sections principales , 
qu'on obtient en faisant suec^ssiyement ^5 = 0, 
yz^o^ ac=z o j deviennent : 

Les deux premières sections sont des paraboles 
dont les branches divergent du m^me côte die 
l'espace ; elles ont respectivement pour para- 
mètres p et p^. La troisième section principale 
qui n'est qu'un point , qui est l'origine des coor- 
données ,. la surface n« diiEerge que d'un seul 
côté , au-delà du plan des jz. 

Toute section faite dans la surface paral- 
Jèlçnient au plan des jrz est un ellipse ; c'est 
par cette raison que nous l'avons nommée 
paraholoïde elliptique ^ et cette dénomiuatio^ 
est d'autant plus exacte , que le second para- 
boloide ne peut pas être coupe suivant une 
ellipse (art. 121 ). 

Lorsque les paramètres p et p* sont égaux , 
l'équation (/*) appartient au paraboloïde de 
révolution j^ dont l'axe de révolution coïncide 
avec Taxe des oc. 

Si la parabole 2* = 4 ï^^ se meut parallèle^ 
ment à elle-mén;ie , de manière que son sommet 
décrive la parabole y^ = ^px , elle engendre le 
|Virabolo'îde elliptique, car l'équation (/*) est 
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le résultat de rcllminaiion vu entre les deux 

équatioas t 

p' 

p 
L'axe de la parabole mobile prend succes- 
sivement les positions st^ sU^y i^V, etc. (Gg. 4)- 

Du Paraboloïde hyperbolique ( fig. 5 , PI. 2 )• 

119. Cette surface ayant (art. 112) pour 
équation : 

pr- ^pYzfil^pp'x p= o, (/') 

les équations de ses trois sections principales 
qu'on obtient en faisant successivement • . • 
J5=ro,^ = o, ar==o, deviennent : 

y*=:±:4/^a?, ;r»s=±:4pV, €z=±iyy^. 

Les deux premières sections sont des paraboles , 
et la troisième est le système de deux lignes 
droites faisant entre elles un angle qui est di- 
visé en deux ^airties égales par les axçs des / 
et des z. 

Prenant les abscisses a: positivement pour la 
première parabole , les points réels de la section 
principale «* == ± 4/^'^ correspondent aux va- 
leurs négatives de oc , qui rendent le produit 
4/7^^? positif» D'çm il suit que les deux paraboles 



p :^ ^pa: ; z^ == 4p^^ s etendeiit vert deui 
régions différentes de l'espace, et dans lé pa- 
faboloïde elliptique , les deux sections divergent 
dans le même sens. 

iio. Si la parabole z^ = J^p^x (Tabs^ssc x 
de cette courbe étant négative ) se meut paral- 
lèlement à elle-mêtr:e, tandis que son sommet 
parcourt la parabole j' =i 4p'^(*^ étant positive), 
la parabole mobile engendre le paraboloïde 
ïiyperbolique , car Téqualion (/) est le fésuliat 
âè Télimiiiaiion de eu entre ces deux équaûpûs i 

L'abscisse jc d'un point de la surface étant ncga^ 
tive ,' on peut donner à ^ ou « telle valeur qu'on 
voudra , tet on aura pour l'ordonnée z une valciir 
réelle; mais l'abscisse x étant positive , la valeur 
de z ne sera réelle que dans' 1^ eus oii l'on aura i 

p* . * ' • / 

P 
ï)'où il suit que le cylindre qui a pour basèi 
là parabole ^*=t=4/>^> et dont les arêtes sont 
perpendiculaires au plan des:i^, est cîrcons-î 
crit au paraboloïde hyperbolique , et le touche? 
vivant lai parabole j'^ = j^px. Lès arêtes àé 
éë cylindre sont tangentes à la parabûk inc^ 
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pi 

P ^ 
le parabololde. 

L'axe de la parabole mobile pi^nd succès^ 
sivetnent les positions st^s^à^^ etc. (fig. 5) , 
, parallèles à la droite SS^ prolongement dt 
l^axe SO de la parabole fixe iS^'j'^.^é 

ï a I . Le paraboloïde hjrperbolîqùe ne peut 
pas être coupé par un plan suivant une ellipse ^ 
car , quelle que soit Inéquation de ce plan , la 
valeur de x , tirée de cette équation , étant 
substituée dans l'équation ' 

l'é<{uatioxi est ;s et 7* qu'on obtiendra , et qui 
appartiendra à la projection de la section plane 
sur le plan des zy^ ne contiendra pas de termtt 
en zjTi or, le produit de quatre fois le coef^ 
ficiens de js* par le coefficient de j-* sera né- 
cessairement négatif ou zéro : donc , d'après la 
théorie des coui'bes du second degré , une 
section plane quelconque du paraboloïde hjr*^ 
perbolique et sa projection sur le plan des isy 
sont des courbes qui ne peuvent pas être fer- 
mées. Dans le paraboio'ide elliptique, le produit 
de quatre ibis^ le coefficient de *V P^ le coel^ 

x«5 
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ficicut de j-* est positif ou nul j donc ce para- 
boloïde ne peut pas être coupé par un plan 
suivant une hyperbole. * 

122. TuEOKiÈME. Les surËices du second 
degré étant coupées par des plans parallèles , 
deux sections quelconques sont des courbes 
semblables et semblablement placées , c'est-à- 
dire qu elles peuvent être considérées comme 
les sections parallèles d'une surface conique ? 

Démonstration. Soit /(x^ jr^z=zo l'équa- 
tîon d'une courbe rapportée aux axes rectan- 
gulaires des X et des jr. Nommant et, jg les 
coordonnées d'un point situé par rapport à 
une seconde courbe , comme l'origine des coor- 
données par rapport à la première ^ l'équation 
de cette seconde courbe sera : 



/(^' ^0 



m étant un nombre qui exprime le rapport des 
lignes homologues des deux courbes. Soient 
les équations de deux courbes semblables du 
second degré : 

* 

<i) Dx^ H-£y* +:iFjpy + :iGx +2Hy — i = o. 
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Inéquation (2) sera nécessairement de la forme r 



• L. 



La comparaison , terme à terme ^ des éqna- 
tiotis (2) et (5) donne cinq éqaations , dont 
trois déterminent les quantités m , « , jS ; les 
deux autres qui expriment que les courbes re- 
présentées par les équations (2) et (5), sont 
semblables et semblablcment placées , ne con- 
tiennent que les coefficiens des termes de deux 
dimensions , et se réduisent aux suivantes : 

CD D' JB _ £' D Df 11 

De ces trois équations (4) 9 lune quelconque 
résulte nécessairement des deux autres. 

Soit l'équation de la surface du second degrc ^ 
rapportée à trois plans rectangulaires : 



4-aCx -j-aCj^ -f-aÇ^r 






En coupant Cctlo s^urfncc par un plan dont 



(.'96) 

rcquation est: 

(6) x:szLx + My + Ny 

la projection de la ligne d'intersection sur 1« 
plan des acj- a pour équation : 

. . , +:Lxy{BH+ BL +B'M+AflLM) \ _ 

^^^ ^ +2x(^C + C'/X +N(^B^+AfL)') ^ ^* 

+ 2 y (^a + C//M +N(^B J^AHM) ) 

+ AHN- +2Cm^K 

Or, quelle que soit iV, les coefScieos de a:* , 
^« et xj' ne varient pas; donc les équations (7) 
qui correspondent aux diverses valeurs de N", 
appartiennent à des courbes pour lesquelles les 
équations de condition (4) sont satisfaites ; d'où, 
il suit que toutes ces courbes sont semblables 
et semblablement placées. 

INommant X, }\ Z les coordonnées du centre 
de la courbe représentées par les équations (6) 
et (7), on i)L> pour ce point (art. lo.i), les trois 
équations suivantes : 

X(A+^A'fL*+2B(L)+r{B0+BZ''^B'M^AffLMy\ _ 
r{A'^4''¥*+:iBM)+X(Bff+BL+B'M+AnM)\_ . 



+ C'+ Cm+N(fi+A^M)i 



=:0J 






1 
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et à cause de Icquation (6) : 

jv^sbZ — ix— Mr. 

Éliminant N, on a en -X", X, JZ, deux 
équations linéaires , qui représentent deux plans 
diamétraux dont l'intersection est un diamètre 
qui passe par les centres de toutes les sections 
parallèles au plan dont l'équation (6) est: 

s = Xd? -f- Jlfy -f- JVr. 

Il suit de là, i^. que les courbes d'une sur- 
face du second degré situées dans des plans 
parallèles , sont semblables et semblableraent 
placées ^ 3°. que le lieu des centres de ces 
courbes est un diamètre de la surface , quelle 
que soit la direction du plan auquel elles sont 
parallèles. 

123. Theorems. Les surfaces du second 
degré peuvent être engendrées de deux ma- 
nières dificrentes , par un cercle variable de 
rayon, dont le centre décrit un diamètre de 
la surface , et dont le plan reste constamment 
parallèle à lui-même ? 

Démonstration. Soit (art. io8) : 



.-. .< 
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l'cquation des surfaces du second degré qui 
ont un centre. Concevons une sphère con- 
centrique à la surface du second degré , et 
rapportée aux mêmes axes. Uéquatipn de cettç 
sphère d'un rayon r, sera : 

a;» +^« + «« = r». 

En coupant ces deux surfaces par un plan 
quelconque , passant par l'origine des coordon- 
nées, Tune des sections est un cercle; lautre 
est , en général , une courbe du second degré } 
le plan qui coupe les deux surfaces peut être 
dirigé de manière que les deux sections soient 
circulaires. En eftèt, soit jç==Z.a:-|-7^/^, l'équa* 
tîon du plan coupant : les projections des deux 
sections sur le plan des xjr auront pour équa«> 
lions : 



(i) :r'(i-j- £» )+y\i + JW» )+aXA/ay — f*=«, 

Idenliiîant ces équations , terme à terme , ou 2^ ; 

i^M\ _ F + M^P" 
^^^ I +jL' "^ P +x»p// ' 

LM LMP» 

^^>' ■, + x» = P+X^iV"^ 



(5) 



'i + Xi'=^'P + W 



Il e$t évident que les valeurs de L ^ M 
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«t r , tirées de ces équations , détermiaent 
la position d'un plan qui coupe la sphère et 
la surface du second degré suivant le même 
cercle. 

L'équation (4) donne LM=z oj aqtrement on 
aurait P^ = -P= jP^ c'est-à-dire que la surface 
du second degré se confondrait avec la sphère. 
De l'équation L/H= o , on tire L = o , ou M= o. 
Supposons d'abord Mz^o^ les équations (S) 
et (5) donnent: 

Egalant à zéro le second facteur L , on trouve : 



Dans Tune ou l'autre hypothèse^ la quan- 
tité L ovL M di deux valeurs j ce qui prouve 
que la surface du second degré peut étrô 
coupée suivant un cercle, par les deux jplans 
a=z±:La?, ou par les ^deux plans z = ±Mj-^ 
les uns perpendiculaires au plan des a:z ^ 
et les autres perpendiculaires au plan des 
jz. Le choix de l'un ou l'autre système de^ 
plans dépend de l'hypothèse qu'on a faito 
sur les grandeurs relatives de quantités P^ 
PU P^U Nommant a , 6 , c les demi-diamètrcA 
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principaux , siupposons a>bf b>c } on m 
(art. io6) : 

1 34. Les quantités P, P', P'' étant poskives 
pour l'ellipsoïde , les valeurs de L et de r qu'on 
obtient en faisant 3ir=: o , sont réelles. La yaleur 
de M qui résulte de l'hypothèse L=zOf est 
imaginaire ; d'oii il suit que , pour lellipsoide ^ 
on doit prendre le système des deux plans re^ 
présentés par les équations z=z:^{ja:. 

Les quantités P et jP' sont positives pour Thy* 
perboloïde à une nappe, et la quantité P^^est 
négative. Les valeurs de L et M deviennent : 

r jp^ + pfi . ' 9^ TÇF^^ 

la valeur de L étant imaginaire , et celle de 
M étant réelle , il suit que , des deux facteurs 
de l'équation LM=o^ on doit supposer le 
premier L :;:t o, et prendre pourifcf et ries valeurs 

suivantes ; itf = f^ ~Zl£, r=f^ -^^ 




Ce qui distingue(art. 1 09) l'hyperboloïde à une 
n^ppe de^l'hyperboloïde à deux nappes , c'est 
fjue pour ce d^mfv, jP étant positif, F et F^ 
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sont négatifs. Les valeurs de L et il/ devienâ.«iit ': 

Cette dernière quantité étant imaginaire , elle 
doit èlre exdue , et en supposant ilf =: o , on a t 

A cettie valeur réelle de L , correspond pour 
r , la valeur imaginaire 1/^ JUi. i ce <|ui in» 

dique que les plans z^zz^Ijoc ^ sont dans 
Fespace qui sépare les deux nappes de Thy- 
perboloïde. Il faut donc prouver qu'un plan 
parallèle zz=:iLx'^N' pourra couper cet hy- 
perboloïde suivant un cercle. 

1 25. Quel que soit ce cercle , on peut le regar- 
der comme Tintersection du plan z = Lx + iV, 
et^e la sphère (a:— .ce)» +.(j--^^)»+iB» = r*, 

Substituant dans les équations de la sphère et 
de la surface du second degré, pour z sa valeur 
Loc'^'N ^ Icquation de la sphère devient : 

Uéquatiou de l'hyperboloïde à deux nappes 



^ 
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étant : 

iV + P'j-» — l^r* = I , 

on aura » par la substitution de la valeur de r r 

Identifiant , terme à terme » les équations (â) 
et (6)j on a , pour déterminer les quantités 

L,N,r: . 

d'où Ton tire : 

NS/iP+P'')(P"-P') \/N^P{Pi-P')-P* 

Sabstituant ces valeurs dans Féquaiion de 
la sphère , elle devient : 

r_ . jyt/(P-4-n(-P'-fO \' . ^ ■ ^ N^PjPH-PyP 
\^-\ pT ) +/•+«•= pt; :• (*) 

Mettant dans l'équation du plan z = La:-\-Nf 

r 1 l/"±±^ 
pour Z^ sa valeur fr ^ , on a : 



=*V'(fÈ:f) + ^- ^'^ 
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Subslituant dans l'équation (c), pour N sa 
valeur tirée de Téquation (d)^ le résultat de 
cette élimination sera 1 équation de l'byperbo- 
loïde à deux nappes : 

Si Ton demande le cercle correspondant à 
un point {^^jj"'^ z^) de cette surface , on aura 
par réqualion (d^) : 

et réquation du plan du cercle demandé sera : 



-^'=(a.-^)|/^±^. 



La seconde équation du cercle sera réqua- 
lion (c) , dans laquelle on aura mis pour N 



sa valeur z^'-^a/ 



V 



f'i — F' 



1 36. Conclusions, i*. L'ellipsoïde est coupé 
suivant un cercle par uu plan qui passe par 
Faxn moyen a 6 , et qui fait , avec le plan des 
x^ , un angle dont la tangente est : 

5^, L'b^perboloïde k une nappe est coupé 
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suivant un cercle par le plan qui passe par le 
grand axe 2 a , et qui fait, avec le plan des ^j'i 
un angle dont la tangente est : ^ 



1/^ 

r p + 



— P c \/a^ — h^ 

f * ou -r- y -— f 



5<>. Le plan diamétral parallèle aux sections 
circulaires de l'hyperboloïde à deux nappes , 
passe par Taxe moyen aè, etiait, avec le plan 
des xy , un an^le dont la tangente est : 



e 
a 



l/fl±i^ 

9^ b*—£^^ 



4°. Les cerclés d'une surface du second degré 
sont (art. 122) dans des plans parallèles, et 
la ligne qui passe par les centres de ces cercles ^ 
est un diamètre de la surface. 

127. Examinons maintenant les surfaces an 
second degré qui n'ont pas de centre , et qui 
sont comprises ( art. 1 1 1 ) , dans Féquatioa 
pz^'^rpY^ — kPV^^ = ^' Un calcul semblable 
à celui de l'art* i a5 , fait voir que cette équa- 
tion est équivalente à deux systèmes d'équations 
(e)ct(/), ou(e')et(/): 

( « — jRT )« +y» + «» = 4;>« , (*) 



\*-*=jrj/^-,a(p^-p). C/>) 

Dans le premier système , l'équatioa (e) ap« 
partîent à une sphère qui a son centre sur 
l'axe des x , à une distance de l'origine égale 

à N^2pj et dun rayon rz=i:>yp{N-)rp)\ 
ensorte que l'équation de cette sphcre, avant 
la réduction , serait : 

Par l'élimination de N entre les équations 
{é) et '/), ou de a entre les équations (^0 » 
(/') , on obtient l'équation des deux parabo- 
loïdes du second degré : 

Il est à remarquer que lorsque p^ change 
de signe , le coefficient de z dans l'équation (/*) , 
et le coefficient de^ dans Téquation (/^), sont 
imaginaires. D'où il suit que des deux parabo- 
loïdes , Telliptique est Iq seul qui puisse être 
engendré par un cercle. Ce qui s'accorde avec 
la proposition d^jâ démèntrée (art. 121). 

En supposant que p^ ne change pas de signe , 
et que néanmoins il soit plus grand que p , 
le €oeffix:i6ntdje ;&^daas Inéquation (/) , est encore 
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imngÎDaire; mais le coefficient de j- daiis l'équa- 
tion (/O» ^st réel. Réciproquement, lorsque 
ce dernier coefficient est imaginaire à cause 
de p^< p, le coefficient de z dans l'équatiori 
(y) est réel. D*oii il suit que dans le parabo- 
loïde elliptique , représenté par l'équation : 

selon que p^ sera plus petit ou plus grand que /?, 
les plans des cercles de cette surface , seront 
parallèles dans le premier cas au plan dont 
l'équation eSt : 

et dans le second , au plan dont l'équation est : 

Les cercles de l'un ou l'autre système étant 
situés dans des plans parallèles, les centres de 
ces cercles sont (art. 122) sur un diamètre du 
paraboloïde ; ce diamètre coupe la surface en 
un point pour lequel on a : 

Lorsque p-^zj/^ ou lorsque le paraboloïde 
elliptique est de révolution autour de Tar 
des yT, ce^. deux systèmes de plans se con- 
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fondent en un seul , et ils sont tous perpen- 
diculaires à Taxe de révolution. 

I28* Théorème. Des trois surfaces du se- 
cond degré , qui on*, un centre,^ l'hyperboloïde 
à une nappe est la seule qui puisse être en- 
gendrée par une droite mobile^ et cette droite 
peut se mouvoir de deux manières pour en- 
gendrer le même hjrperboloïde ? 

Démonstration. Soit 

l'équation d'un plan perpendiculaire au plan 
des œj , qui coupe Thyperboloïde à une nappe 
suivant une courbe. L'équation de cet hyper- 
boloïde étant (art. 109) : 

on élimine jr entre ces deux équations , et on 
obtient l'équation en ^ et 2 d'une courbe du 
second degré : 

(3) a?»(P+P««)+aP«/lar4.Fi8»— 1— l^x'aEo, 

Cetle courbe , qui est la projection sur le 
plan des xz , de l'intersection de l'hyperboloïde 
à une nappe par le plan qui a pour équation : 
j^ = «a: •+- i^ , se réduira à deux lignes droites , 
lorsque ce plan coupera la surface suivant des 
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lignées droûies. Donc , dan» ce tas , le premieif 
membre de réquation (3) sera le produit de 
deux facteurs linéaires > ou la difiérence de 
deux carres ) ensorte que Téquation (5) ne dif« 
férera pas de celle-ci : 

C4) («v^p+pv+ v'p'/g* — 1> — ( t \/piy = o- 

Identifiant les équations (5) et (4)9 on aurai 

PUfi = v/(P+P'«>)CP'0*-.i) i 
d^oii Ton tire : 

Substituant ces valeurs dans les équation^ (i) 
et (4) , on obtient le système des deux équa- 
tions (5) et (6) : 

(5) (a.»/P+PV+-j/^y-(^l/p5">=o, 

Vcquatîon (5) ^e décooipo&unt en dcu^. fac- 
teurs linéaires : 
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Inéquation (2) est équivalente à f un ou loutre 
des deux systèmes d'équations V 



!•'• systémei 



* i/Kiipv + - |/Ç +, |/p» «0, 



K4 



««+K -K-«*4 



jpT» 



aS système. 



«/P+PV + * j/Ç — ^»/jrLo, 



J^ = **+K 4r-'4-5r- 



p • P' 

D'oïl il suit que Thyperboloïde à une nappe 
peut être engendrée par une droite de deux 
manières difTérenies. Les équations du premier 
ou du second système , appartiennent à la gé- 
nératrice qui correspond à une valeur déter- 
minée de ce. Étîminant « de l'un ou l'autre 
système , le résultat de l'élimination est l'équa- 
tion (pi) de rhjrperbolmde à une nappe. Si les 
quantités /^eti^', ensemble ou séparément» 
changeaient de signe , la première des équa- 
tions de ces deux systèmes contiendrait ou un 
ou deux termes imaginaires ; ce qui prouve 
que, des trois surfaces du second degré qui 
ont un centre , l'hyperboloide à une nappe 
est la seule qui puisse être engendrée par la 
ligne droite. 
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I ag. Mettant dans les équations (5) et (6) , 

pour P, Py P'\ leurs valeurs — ? -7— y — j 

a* b^ c"- 

les équations de la génératrice de Thyperbo- 

loïde sont : 

(50 , ex \/a^a* + 3» + aV# ±LahtT=:o^ 
(6') jr=:«a; -f-V/ôv+ï». 

' Pour éliminer a , on substituera dans l'équa- 
tion (5'), pour s/a^aP- +6% sa valeur / — cea:, 
et on aura une équation linéaire en «, d'oii 
l'on tirera : 

{c%y + aht) ( cx^ -f" ^^ )* 

l'équation (5^) donne : 

Substituant dans cette équation , pour et et «^ , 
leurs valeurs en a: , y, z , on obtiendra Féqua- 
^ion de l'byperboloïde à une napps : 

i3o. La section principale de cette surface . 
construite sur les axes 2 a , 2 & étant (art.. 116): 

l'équation (6') appartient à la droite qui touche 
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«ette section en un point qui dépend de W 
variable « ; d'où il suil que toutes les droites 
de rhyperboloïde , se projettent sur le plan 
des jrj- suivant les tangentes Jg^ hk..., Cfîg, 2 , 
PI. 2) de Tftllîpse iSiV^iy^iS^'^ ' La section prin- 
cipale construite sur les diamètres principaux 
aa , ac 5 est (art. 116) : 



c«jc» ~ aV* = aV. 



En mettant dans l'équation (5'), au lieu de la 

variable <t , la quantité 5 on pourra Técrire - 

•^ 

ainsi : 

c« kHP]? + flM?/8 ± oz == o ; 

iquation d'une droite qui touche la section 
principale du , plan des ocz en un point qui 
dépend de la variable jG : ainsi les droites d« 
rhyperboloïde se projettent sur le plan des xz , 
suivant des tangentes à Thyperbole SS^S^'^S^. 
( fig. a , PI. 2). On démontrerait de la même 
manière qu'elles se projettent sur le plan des j*«, 
suivant des droites tangentes à l'hyperbole . . 
^//^///^iv^v . ce qui est d'ailleurs évident , en 
considérant (art- 116) les trois sections prin- 
cipales comme les bases de trois cylindre^ 
«rcouscrits à l'hyperboloïde. 

i5i. Lorsque rhyperboloïdis à ime nappi^ 
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€st de révolution, on a b=zaj et les équa- 
tions (5'), (6') de la droite génératrice de cette 
surface , deviennent ; 



m « 



j" = «* + «V'i + 

L'axe de révolution étant Taxe des z , tout plan 
perpendiculaire à cet axe coupera la surface 
suivant un cçrcle; et en effet , si Ton suppose 
z = Ç, on aura , en éliminant « des deux 
équations de la droite génératrice : 

cqtiations du cercle générateur de Thyperbo- 
loïdc à une nappe. Mettant dans cette dernière 
équation ^ pour Ç^ sa valeur z , elle devient : 

;^quation qui ne diffère pas de celle quon 
obtient en supposant dans Téquation de Vhj* 
perboloïde à une nappe a=zb (art. ii6). 
Dans cette même hypothèse de azzzby la 

c iX a- — b^ . V X 1 

tangente -r- r -——— de 1 angle que le 

plan d'un cercle de cet hyperboloïde , fait avec 
le plan des ocy est nul ; ce qui prouve qu il 
isiy a qu'une seule manière d'^engendrer l'hyper* 
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l)oIûïde de révolution par un cercle mobile , et 
que le plan de ce cercle est constamment per« 
pendiculaire à Taxe de révolution. La double 
génération par la Kgne di^oite a également lieu 
pour l'hyperboloïde à une nappe , soit que les 
deux diamètres principaux réels soient égaux 
ou inégaux. 

1 52. Supposons qu'on ait mené par Forigine 
des coordonnées , qui est le centre de l'hyper- 
boloïde à une nappe , une parallèle à la droite 
génératrice de cette surface, droite qui est re- 
présentée par les équations (5^) j^ (6') , les équa- 
tions de cette parallèle seront : 

éfiminant et , on a : 

OU 

(i) l»c*«* + c^ay* — ••ft»«* = o ? 

équation <f une surface conique , dent le som- 
met est au centre de l'hyperbotoîde à une 
nappe ^ et dont la base est une ellipse qui a. 
pour équations : 

z 7=sc f ^'x*" -f- ay* = a*b\ 

Ce çôi^e est droit par rapport à «eUe bas# 
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elliptique, c'est-à-dire que la perpendiculaire 
abaissée du sommet sur le plan de l'ellipse » 
passe par le centre de cette courbe ; il est encore 
droit, en prenant pour sa base, ou 

Fhyperbole , y=z by a*z* — c*x* =;= a*(^ , 

ou 

l'hyperbole, a?=ta, b*z^ — cy^ r= ^V. 

Enfin si Ton coupe ce cône par un plan pa- 
rallèle à l'un de ses plans tangens , la section 
est (*) une parabole. Doii il suit , 

i^. Que l'équation de l'hyperboloïde a une 
nappe comprend les équations des cônes qui 
ont pour base des courbes du second degré ; 

2^. Que ces cônes peuvent, ainsi que l'hy- 
perboloïde , être coupés suivant des cercles par 
des plans parallèles à deux plans dont la p07 
sition est déterminée. 

i53. Un plan quelconque passant par Taxe 
des z coupe Thyperboloïde à une nappe sui- 
vant, un hyperbole, et le cône, représenté par 
l'équation (i) (art. iSa), suivant le système 
de deux droites , asymptotes de l'hyperbole. Eu 
effet, soit/=flta? l'équation de ce pianj substir 

(*) Voyez Supplément de la Géométrie descriptive ^ 
art; 7a et 84. 
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tuant , pour y , sa valeur «tx dans l'équation 
de rhyperboloïde^ on aura : 

équation d'une hyperbole qui a pour asymp- 
tote les droites représentées par l'équation : 

rfc ex ^à'ie 4- ^» 4- abz = o. 

C'est par cette raison qu'on regarde le cône 
reprcjïcnlépar l'équation (i) (art. iSa), comme 
une surface asymptetique de l'hyperboloïde à 
une nappe. 

L'équation (i) du cône asympto tique est ce 
que devient l'équation de l'hyperboloïde à une 
nappe , lorsqu'on suppose » dans cette der« 
nière équation, le terme constailt nul. 

134. Cotjclusions. i^. L'équation de l'hy- 
perboloïde à une nappe comprend les équations 
de la surface engendrée par vue droite mobile 
qui tourne autour d'une droite fixe , et de la 
surface conique du second degré qui a pour 
base une courbe du second degré ; 

a®. Les droites de l'hyperboloïde à une nappe 
se projettent sur les pMns des trois sections 
principales, suivant des tangentes à ces sec* 
tion« ; 
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5^. Une quclconc|ue dç ces tangentes est 1^ 
projection de deux droites de lat surface j 

4*. Il y a sur l£^ stirfaçe deux systèmes de 
lignes droites, et une droite quelconque du 
premier système çptipe tpates le§ «lï*^^^^^^ ^** 
second système^ 

5®. En prenant dans l'un ou l'autrp système , 
trois droites quelconques , pour servir de dî-r 
Teétrices à une quatrième droite mobile , cette 
4ernièrç engendre Thyperboloïde à une nappe. 

i55. Pour démontrer directement ces deux 
dernières propositions , nommons (F) , (G) , ÇFiy 
\es trois droites fixes qui dirigent la droite 
mobile , et rappprtons la surface que cette 
droite parcourt à trois axes obliques parallèles 
aux directrices (F), (G), (/T). 

Les équations de ces directrices seront : 

pour la première (JF) , ^ =x/, y =/', , 

?our la seconde^ (^)t ^- ^é'r -* = 0'' > 

pour la troisième (H) , y = /i , «: =:s A'. 

Soient les équations de la droite mobile (M) ; 

Les quatre quantités M^ N^ M^ N* sont liée^ 
entre elles par les trois équatiçns : 
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qui expriment que la droite mobile (Af) ren- 
contre les droites fixes (F), (G), (^)- 

L'hyperboloïde à une nappe est la seule sur- 
face du second degré ( en y comprenant les 
cônes et les cylindres) qui puisse être engen- 
4rca de deux nianières , ou par la ligue droite ^ 
ou par le cercle. Connaissant deux cercles de 
cette surface , situes dans dés. plans parallèles, 
et une droite qui coupe les deux cercles en 
des points donnés , toutes les positions de la 
droite génératrice de Thyperholoïde sont dé- 
terminés. Eu effet , considérons d'abord Tliy- 
perboloïdc à une nappe qui est de révolution , 
et supposons qu'après avoir divisé le plus petit 
cercle de cet hyperbolôïde en parties égales, 
on ait mené ^ par les points de division , les 
droites de la surface ^ il est évident que ces 
droites diviseront tous les cercles en parties 
égales. Concevons maintenant que de tous les 
points de l'hyperboloïde de révolution , on ait 
^ibaissé des perpendiculaires sur le plati du 
plus petit cercle , et que , par les pie.d& de 
CCS perpendiculaires , on ait mené des droites 
parallèles entre elles , et proporlionnelles au3ç 
perpendiculaires , rhyperboloïde de révolution 
deviendra rbyperboloïde à une nappe ^ et api'ès 
çç changement, les droites diviseront encore 






( ^'8 ) 
les cereles de la surface en parties égales. 
Donc , si Ton donne deux cercles de cette sur* 
Êice , et si l'on divise leurs circonférences en 
arcs égaux , à partir des points où elles sont 
rencontrées par la droite donnée, les droites 
qui joindront les points de division, corres- 
pondront aux diverses positions de la droite 
génératrice de Thyperboloïde à une nappe. 

Ce mode de génération fait voir que la droite 
qui passe par les centres des cercles d'un hjr- 
perboloîde à une nappe , est un diamètre qui 
ne coupe pas cette surface. 

Éliminant , au moyen des cinq dernières 
équations, les quantités L^My U , ikf' , et or- 
donnant par rapport à vc , ^, z , on aura : 

+ * iBh-fh')+jr çfg^g'hO+z (Jh-/'eOl=o. w 

En substituant aux trois directrices (F), (G), 
{H) trois autres droites {P), (G^), {H') y telle 
que lune quelconque, {F') par exemple, soit 
parallèle à la directrice (F) , et rencontre les 
deux autres directrices (G) et {H), les équa- 
tions de ces droites seront : 

pour la première (F') , xts: g\ jr = A, 

pour la seconde (G^) , z =: h\ «=y*, 

pour la troisième (/f) , jr =/'» Kz=zg» 
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lEu exprimant que la droite mobile est di- 
rigée par ces trois droites, on parvient à la 
même équation (a) , qui est du second degré 
entre les trois coordonnées obliques x^jr\z^ 
et qui serait encore du second degré , après 
les avoir transformées en coordonnées rectan- 
gulaires, au moyen des formules (art. 80). 

i36. Théorème. Des deux surfaces da 
second degré qui n'ont pas de centre ^ le 
Paraholoïde Hyperbolique , et le Paraboloïde 
Elliptique , le premier peut être engendré de 
deux manières par une droite mobile assujettie 
à s'appuyer sur trois droites fixes parallèles 
à nu même plan ? 

Démonstration, Le paraboloïde hjrperbo- 
lique ayant ( art. 1 1 a ) pour équation : 

on le suppose engendré par une droite dont 
la projection sur le plan des xy a pour équa- 
tion : 

«=*J^ + ^- Ce) 

Substituant cette valeur de a? dans l'équa- 
tion (/O > celle-ci devient : 
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Si cette équation appartient à la projeciioil 
de la génératrice sur le plan desjZy il faut 
que le second membre soît un carré parfait^ 
ou qu on ait : 

ipU^sz4pfi^ ou fisszpti*^ 

ce qui donne : 

x = tty + pM^9 

d'où il suit que \e paraboloïde bjperbolîcpie 
peut être engendré par une droite, de deux 
manières. La génératrice a pour équations : 

f 

du (la projection de cette génératrice , sur le 
plan des ocy^ ne variant pas) : 

Le coeûiçient de j* , dans l'équation : 




r«±(jr + a/r«>^ 



i/jt. 



Xï,e contenant pas la variable « , toutes les 
droites di^ preroiar piode 4e génération , saut 
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parallèles au plan s z=iy fr JL. ei les droites 
du second système sont parallèles au plan 



-rK^ 



(*). Cette propriété du pa- 

boloîde le distingue de Thyperboloïde à une 

nappe ^ sur lequel on peut aussi tracer deux 

systèmes de lignes droites ; mais pour cette 

dernière surface « il n'y a que deux droites 

qu'on puisse mener parallèlement à un plan 

donné , et on déterminerait la direction de ces 

droites, en menant par le sommet du cône 

asymptotique (art. i3a et i35) un plan pa-- 

rallèle au plan donné. 

iS^. Pour s'assurer que les équations 



-y^. 



P 

(^ Si on divise d*ux côtés opposés (fig. a, PI. 3), 
AB^ CD d'an quadrilatère gauche ^BCD en des points 

i et A , tels qu^on ait : -=7- = a . -j^rr f « étant ufli 

nombre donné , la droite IK engendre Thyperboloide i 
une nappe , et lorsque a = i , elle engendre le parabo* 
loTde hyperbolique. (Voyez la Correspondance sur TËcole 
polyteçhniaue y tom. 2 ^ f ag. 446- Article de M. Chasles.) 
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appartiennent à la droite génératrice du pa« 
raboloïde , on éliminera la variable a , qui 
correspond à une position déterminée de Ja 
génératrice. Le résultat de l'élimination sera 
léqualion du paraboloïde : 

pz* — /l'y* -=1 l^p-p^x. 
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Changeant le signe de />', le coefficient 

de y est imaginaire ; ce qui prouve que fe 
paraboloïde elliptique ne peut pas être en- 
gendré par la ligne droite; et en effet, on a 
prouvé (art. 121) que la ligne dmtersection 
de cette surface et d'un plan ne peut être ni 
une hyperbole , ni le système de deux lignes 
droites , qui est un cas particulier de l'hy* 

perbole. 

\ 

i38. Oo remarquera que l'équation. . . . 
m: :==: oLy -^ ptt^ appartient à la tangente de la 
parabole j"^ = l\pp^cc. D'où il suit que \^% 
droites du paraboloïde hyperbolique se pro- 
jettent i<». sur le plan des ocy y suivant \^% 
tangentes STyfg^ hk, Im,...: de la parabole 
Sss^... (fîg. 5, PL 2); 2^. sur le plan desji^^ 
«uîvant les parallèles O^U^f'^g^^y h'^k^...^ ou 
suivant les parallèles à la droite O^'t^, qui fait 
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avec Taxe des z un angle t'0"h" égal à l'angle 



VÉ.;,.. 



fJ^O^^t^ dont la cotaogente est /^ ^—\ 3^. sur 

P 

le plan des xz , suivant les tangentes J^^^ h!ky 
l^mf de la parabole Sfhfl'. 

s V. 

De quelques propriétés des Surfaces du 

second degré, 

1S9. Théorème. Étant donnés un cercle 
d^une surface du second degré , et un point 
d'un second cercle de la même surface, ce 
second cercle est tout entier sur la sphère qui 
passe par le cercle et le point donné ? 

Démonstration. L'intersection de deux sur- 
faces du second degré est en général une ligne 
dont les projections sont des courbes du qua- 
trième degré ; mais dans le cas particulier où 
les deux surfaces du 'Second degré passent par 
la même courbe plane , leur ligne d'intersection 
est le système de deux courbes planes j d'où 
il suit qu'une sphère et une surface du second 
degré qui passent par le même cercle , se 
coupent Suivant une autre courbe plane, et 
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le plan de cette courbe coupe la sphère sui- 
vant un second cercle. Donc , deux des cercles 
d'une surface du second degré appartiennent 
à une $phëre dont le centre et le rayon sont 
déterminés. Lorsque les deux cercles ne sont 
pas situés dans des plans parallèles , on les 
nomme sections sous -contraires de la surface 
du second degré. On n'avait considéré jusqu'à 
présent que les sections sous-contraires du cône 
oblique. Soient (fîg. i , PI. 5) ABC le cercle 
base d'un cône oblique ; AsB le diamètre de 
ce cercle qui passe par la projection s du 
sommet »S' du cône sur le plan de la base. La 
sphère du diamètre AB coupe le cône suivant 
les cercles des diamètres AB y ab, dont les 
plans sont perpendiculaires au plan du triangle 
ASsB. U est de plus évident que les côtés 
SA ^ SB de ce triangle (qu'on nomme sec*- 
tion principale du cône oblique) ^ font avec les 
plans de l'une des sections circulaires , des an^ 
gles inégaux entre eux, et égaux aux angles 
que ces mêmes côtés font avec le plan de 
Tantre section circulaire. Ainsi on a : 

angle SAB = angle Sai, ang!e SB A = angle Sba. 

Soit l(;fig. Si, pi, 5) Sab la section pnncji- 
pale d'un cône oblique > qui a son sommet au 
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{>bint S de là sphère , et dont la basé est ttii 
cercle quélcotlque de cette sphère , qui a pour 
diamètre » la droite ab: Ayant mené par lë 
isOminet de ce cdne, le riayon SO de la sphère^ 
le plan diamétral :ÂB perpendiculaire à ce 
rayob fait avec les côtés Sa , Sb de la section 
pripcîpalè du cône , des angles Sa^V^ Sb'af 
égaux aux angles Sak , Sba ; d'oii il suit que 
ce plan diamétral coupe le cône oblique suivant 
un cerclie du diamètre a^b'. 

i\ù. Theoremè. La sui^fàcë coniqcie qui 
à pour base une section plane d'un ellipsoïde ^ 
et pour sommet l'extrémité dé l'un des deux 
diamètres qiii passent par les centres des scc^ 
lions circulaires de cet ellipsoïde^ est coupée 
Suivant un cercle , par tous les plans menés pa-^ 
rallèlement à la sectioil , circulaire dont le centré 
est sur le diamètre à l'extrémité duquel dn à 
placé lé sommet de la surfisicé conique ? 

Démonstration. Soient (fig. 5* PL 3) OS 
lé rayon d'une sphère dont le centre est au 
point O, et AA' un plan diamétral perpen-^ 
diculaire à ce rayon; Concevons que de tous 
les points de là sphère , on ait abaissé des per^ 
pendiculaires sur lé plan diamétral AA^^ et 
que par les pieds de ces perpendiculaires , on 

î5 
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ïiît mené des droites parallèles entre elles, ef 
proportionnelles à ces perpendiculaires ; on 
transformera , par cette projection oblique , 
la sphère en un ellipsoïde , dont les trois dia« 
mètres principaux rectangulaires dépendront 
ï^. du rayon de la sphère ; 2*>. de Tangle des 
perpendiculaires au plan diamétral AA^ et des 
obliques sur lesquelles on les projette ; 5^. du 
rapport de Tune quelconque des perpendicu* 
laires et de Toblique sur laquelle on la projette. 
Soit OT la droite sur laquelle on a porté le 
rayon OS^ après l'avoir augmenté d'une quan- 
tité Tù , qui détermine le rapport du rayon OS 
et de sa projection oblique OT, Le plan 
SOT qui rencontre le plan diamétral AA^ 
suivant un diamètre AA^ de la sphère , coupe 
cette sphère suivant le cercle SAA^R j ce 
cercle projette obliquement se transforme en 
une ellipse qui a pour diamètres conjugués 
AOA^y TOP ou les droites égales aOa'.T^OP'. 
La droite BC qui divise en parties égales les 
angles POP', A^Oaf^ est dirigée suivant le grand 
axe de l'ellipse ; d'où il suit que l'ellipsoïde qui 
résulte de la projection oblique de la sphère, 
a pour diamètres principaux rectangulaires les 
Sroites BOC , DOE et SOR. 
La première de ces droites est le plus grand 
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diamètre ; la seconde DOE est le plus petit ; 
et la troisième ROS ^ égale au diamètre de 
la sphère i est le diamètre moyen de l'ellip- 
soïde. La sphère du rayon OA^ coupe cet 
ellipsoïde suivant des grands cercles dont les 
plans OA^^ Oa' passent (art. 126) par Taxe 
moyen ROS. Ayant déjà mené la droite P^OT\ 
telle que l'angle aOT' soit égal à l'angle AOT^ 
on peut concevoir que de tous les points de la 
sphère du diamètre ^6^^=: AA'^ on ait abaissé des 
perpendicidâires sur le plan diamétral aa^ i que 
par les pieds des perpendiculaires , on ait mené 
des parallèles à la droite OT'^ proportion- 
^nelles à ces perpendiculaires ; l'extrémilé s du 
rayon Os , perpendiculaire au diamètre de la 
sphère aOa^^ se projettera en un point T^ 
de la droite OT^ ^ et si Ton suppose le rapport 
de Os à OT^ égal au rapport de OS à OT, la 
sphère deviendra, par la seconde projection 
comme par la première , l'eilipsoïdc qui a pour 
diamètres principaux les droites BC , DE , RS. 
Cela posé, considérons le point S de la 
sphère comme le sommet d'un cône oblique 
qui a pour base un cercle quelconque C de 
cette sphère. Projettant obliquement tous les 
points de ce cône , comme on a projette totfc 
les points de la sphère pour former l'ellipsoïde, 
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le sommet du cône est transporté au point ï*, 
et la base C de ce cône devient une section 
plane de l'ellipsoïde. Le premier cône dont 
le sommet est en 5, et le second cône qui 
est la projection du premier , sont coupés 
par le plan diamétral j4J[' perpendiculaire 
au rayon OS suivant la même ligne : or ^ ce 
plan (art. iSg) coupe le premier cône suivant 
un cercle^ donc le second est aussi coupé 
par le même plan suivant un cercle. Cette 
proposition étant vraie , quelle que soit la base 
circulaire C du cône oblique , il suit qu'un cône 
qui a un sommet au point T de l'ellipsoïde , 
et pour base une section plane quelconque 
de cet ellipsoïde , est coupé par le plan dia- 
métral jiA^ conjugué au diamètre OT, suivant 
tm Cercle. On peut substituer au point T les 
trois autres points Pj P^j T^ de l'ellipsoïde^ 
Tous les cônes qui auront pour sommets les 
points P et T^ et pour bases des courbes planes 
de l'ellipsoïde , seront coupés par le plan dia^^ 
métrai AA^ suivant des cercles. Lorsque les 
sommets des cônes seront situés aux points 
P^^ T'^ les bases étant toujours des sections 
planes de l'ellipsoïde , c'est par le plan diam<^-* 
tf al aa^^ ou ses parallèles , que les cônes seront 
coupés suivant des cercles^ 
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t4i^ Lorsque l'angle donné du rayon OS. 
de la sphère , et du diamètre TOP de Tellipse 
est nul, l'ellipsoïde est dé révolution autour 
du grand axe ; les sommets ^ et C de cet 
ellipsoïde sont situés sur le dianiètre RS de 
la sphère; les points Pet /^^ et le sommet 5» 
se confondent; les points 7^, T^^ et le sommet C, 
se rcutiissent en un seul point de la droite RS. 
U suit, du théorème précédent, que les 'kirfaces 
coniques qui ont pour sommet commun , l'ex-t 
trcmité de l'axe de révolution d'un ellipsoïde „ 
et pour bases des sections planes quelconques 
de cet ellipsoïde , sont coupées pai? um plan 
perpendiculaire à l'axe de révolution » suivant 
des cercles ; propriété connue de l'ellipsoïde de 
révolution , et qui résulte de la proposition plus 
générale que nous venons de démontrer. 

1^2. On a vu (art. i^G) que l'équation du 
plan diamétral qui coupe l'ellipsoide suivant 
Vin cercle , est : 

l'équation de cet ellipsoïde étafit : 

Paur obtenir les coordonnées de l'extrémité 
du diamètre qui passe par les centres des 
ççrcles ,^ on remarque que ce diamètre est danir 
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le plan de la sectioa prinôpale qui a ponr 
équation : 

et qu'il est conjugué au diamètre dont réqnatlon 



y 



PB — pi' 



Menant une tangente à la section principale , 
parallèle à ce dernier diamètre , lescoordonnces 
ac^tj', i' du point de contact sont : 



— r pp'P'iP'i—p)* 
y==0' 

' — '^ r pp'pffi^p»—py 

Ces trds valeurs prises avec les signes conve- 
nables , déterminent la position des quatre 
points , sommets des surfaces coniques qai 
jouissent de la propriété énoocée (art. 140 )• 

Ces trois valeurs deviennent pour l'hyper- 
boloide à deux nappes , à cause de P^ et /*', 
n^atifs : 

bP-l/ZH+ZII, 

e rb/perboloide est à une nappe , les 
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coordonnées des sommets sont imaginaires ; 
ce qui est d'ailleurs évident , puisque (art. i35) 
le diamètre qui passe par les centres des cercles 
de cette surface, ne la rencontre pas. 

Des deux paraboloïdes , elliptique et hyper* 
bolique , le premier seulement peut être coupé 
suivant un cercle , et le diamètre qui passe 
par les centres de ces cercles coupe la surface 
en un seul point, dont Tabscisse ^' est (art. 127) 
égale :iz(p — /?'), l'cquation du paraboloïde 
étant : 

C'est ce point qui est le sommet des surfaces 
coniques , que les plans des sections circulaires 
du paraboloïde elliptique , coupent suivant des 
cercles. 

145. Théorème. Lorsqu\in cône est cir- 
conscrit à une surface du second degré , la 
courbe de contact est plane, quelle que soit 
la position du sommet du cône par rapport à 
la surface ? 

Démonstration. Soit l'équation générale da 
la surface du second degré : 

H-aC*' +aCy -{rzCHz' i 
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Le plan qui touche cette surface au point 
(a<,^\a^), a pour équation (art. 196): 




n 



Soient y, g:, A les coordonnées du soxnmet 
du cône, et supposons que le plan tangeni 
passe par ce sommet ; lequatiojçi (a) dçvicnt 
pour ce point : 



<*•. 



Cette équation (5) établit une relation entre 
lç> coordonnées ^', j', z^ des points de contact 
de la surface et des plans tan^ens à cette sur- 
face , qu on peut mener par le sommet du cônei 

(/» 8r ^)'y ^^^ ^^^^ ^st linéaire en oc^f, zh, 
^'011 il suit qu'un cpnç quelconque , circons- 
crit à une suffacç du second degré , touçhç 
celte surfece suivant une courbe plane. Qo, 
aura Téquatioi;! du plan ée cette courbe en 
piettant dans Fequétion (3) , au lieu de a:', j', z\ 
les cot)ifdonnées jp , j", z du plan j ee qi» donne : 
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-h e {B'f+ Bg + A^h +C/0 



— fl- 



1 44- -^^ 1^^^ d'assujettir le plan tang<snt a^ 
passer paf un point (/j g^, A), on pourah 
pxpriiuer qu'il est constamment parallèle à mie 
droite. Soient x z=:z àz^ jr z±: f^z les équations 
de cette droite. L'équation de condition qui 
exprime que îe plan tangent représenté pa|î 
^'équation (a) , passe pîir çett^ di*pite , est ( art# 

Or y nn plan eo«ystamm0nt parallèle à une 
^rofte , et qui se ineut en touchant une siirfacç 
du second àegté f engendre ipie surface cj- 
lin<driqufi qui lui çit circonscrite î donc , Is^ 
courbe de contact de ces dêirx surfaces^ eit 
plane , et l'équation du plan qui ta Co&lîent ^t t 

145. La propriété d'une surface du sçcQçd 
degré , d'élre (oucbée par un cône ou par ui% 
cylindre , swvaiiii msie CQwbte f^nt ^ est wat^ 
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conséquence de la proposhion démontrée (art.^ 
133), que toutes les sections parallèles d'une 
surface du second degré, sont des courbes 
semblables et semblablement placées. Eu effet , 
par deux quelconques de ces courbes » . on 
peut concevoir une surface conique , puisque 
le cône , ainsi que la pyramide , jouit de la 
propriété d'être coupé par des plails parallèles 
suivant des courbes semblables et semblable- 
ment placées ; or , Tune de ces courbes restant 
fixe, l'autre peut s'en approcher indéfiniment; 
donc , lorsque les deux courbes seront réunies » 
le cône sera circonscrit k la surface du second 
degré. 

i46. Théorème (*). On suppose que trois 
plans rectangulaires se meuvent en touchant 
constamment une surface du second degré qui 
& un centre; le point d'intersection de ces trois^ 
plans engendre une sphère concentrique à la 
surface du second degré, dont le rayon est 
égal à la racine carrée de la somme des carrés 
des trois demi-axes ? 



(*) Ce théorème, iû à M. Monge, a été démontré par 
M. Poisson , I*'. vol. i]e la Correspondance , pag. 2t4(K 
C'est cette démoDstration qoe nous rapportons ici*. 



(255 ) 

Démonstration. Soit Pa:»-l-Py*+JP'z« = r , 
'équation de là surface du second degré. Les 
rois plans rectangulaires touchent cette sur- 
ace en trois points dont les coordonnées sont : 



pour le premier point , 


«', y, *', 


pour le second , 


«», y", *», 


pour le troisième , 


*«, y", *"', 



ît on a entre les neuf coordonnées des points 
le contact : 






Île premier , 
le second, 
le troisième, 




Px'* + py* + Pffz'* 
;i) { Pxf^ + py^ + pifzff' 

Ces plans tangens ont pour équations (art* 
ï 43 ) : 

le premier , Pxx* + P'yy^ -+. Pllzz' 

PxxH^ + Pyyn + puzzfl 
Pxx"' + P';yf" + Plfzz»! 

On exprime (art. ia8) que ces plans sont per- 
pendiculaires entre eux , par les équations de 
condition : 

{P^x'x^ + pfyyn ^ pn^z'z'' 
P^x'x'f'+ P'y'f" + pft^z'z"' 
P^xffx"'^ P'yfy ^ pn^z^z!" 

Supposons ms^intcnant qu'on ait : » 

Px'zsza^ Pxn-rriay^ Pa^"ts=ia^^ 

py = b , pyff= b' , . py = b»^ 
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o'» 4-3'> 4-ir'* =.il^% 

Les systèmes d'équations ( \ ), (a) et (5) devienneiMî 

(6) ( 4i^x + by 4. <:'z = i, 

^flx + b'fy + c'fz =1. 
(7) { ^"^ + W^ + ^éf =o^ 

Les deux sjys^éme^ d'équations (4) et (7) som 
(art. 82) ctftfîvalens à ces deux*cîî: 



p 




• + 


"F" 


1» 




• + 




^*« 


3- 


. a. 


c'« 



a^« ÛV* 



a* a^è' d«S« 

h Vc* »<ié« 
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Cela posé , la question consiste à élîniineiS 
des équations (6) des plans tangens^ les coor- 
données des trois points de contact. Pour e£^ 
fectuer cette élimination ^ élevons au carré les 
équations (6)5 après avoir divisé la première 
par JR , la seconde par /?', et la troisième par R!^', 
ajoutons ensuit^ ces carrés ^ et nous aurons ^ 
à cause des équations (8) et (q) : 

Ajoutons les équations (5) , après avoir dî-* 
visé la première par /î*, la seconde par jR'*, 6t 
la troisième par R^* i on aura ^ à cause des 
équations (8) : • 

^'T-^ + ^M — '^ + 'jpr + yfi 

donc 

équation d'une sphère du rayon ....-./ 



I I . I 



perboloïde , une ou deux des quantités P^ -P, P^ 
sont négatives^ et la réalité du rayon de la 
sphère dépend du signe et du rapport arith- 
métique de ces quantités^ Si Ton avait : 
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p *^ pf ^ pn — ® ^ 

jl Tiy aurait qu'un seul point par lequel on 
pût mener trois plans tangens rectapgulaires » 
et ce point' serait le centre de la sur hu^ 
puisqu'on aurait : 

ou 

i47« Lorsque la surface du second degré 
n'a pas de centre , ou plutôt lorsque le centre 
est à Tin fini , la sphère engendrée par le point 
d'intersection des trois plans rectangulaires tan** 
gens , devient d'un rayon infini , c'est-à-dire 
qu'elle se réduit à un plan. 

Pour déterminer la poisîtion de ce plan , 
substituons dans l'équation de la surface. . . 
Pœ^+Pj-^P^z^ _ , ^ pour />, />/ et F' leurs 

valeurs > -7— ^ (a a, 2&, ac étant 

les diamètres principauic de la surface). Prenant 
pour origine des coordonnées , Textrémîté .de 
l'un de ces trois diamètres, par exemple du 
diamètre 2a ^ rapportons la surface à trois nou- 
veaux axes parallèles aux diamètres principaux. 
Le» nouvelles coordonnées x! ^j\ z^ d'un point 
quelcpnque de la surface , seront : 
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a/ = «+fl, y—Xt «'ssrw / 

L^équâtîon de la surface deviendra : 

» 

— ? + -îr + — =«^ 

ou, supprimant les accens des lettres od ^y^^ J : 

Nommant p et jci' les distances de rorîgîne 
des coordonnées aux foyers des sections prin- 
cipales, mesurées sur le grand axe 3a, on a : 

Substituant ces valeurs dans la dernière équa- 
tion , elle devient : 

( a iip -^ p* ) ( a fl// — p'* ) { a:' — a or } K_^ 

Divisant tous les termes par 2 as ; 

+ T'y- —^ + Z»** — -—• 

Lorsque le centre de la surface est situé à 
une distance infinie de Tcxtrémité du diamètre 
principal ^ a , ce diamètre principal devient 
infini , et Féquation de la surface se réduit à 
celle-ci , qui comprend (art. 1 1 1 ) les deux pa- 
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taboloïdes : 

En rapportant la s;pli^re décrite par le point 
d'intersection des trois plans rectangulaires, aux 
nouveaux axes , l'équation de 1^ sphère devient: 

Lorsque le dianièire :2 a est indni , cette équa- 
tion se réduit à celle d'un plan perpendicu- 
laire à ce diamètre : 

mt^pz^p^. 

Lé signe -^ J)Our le paraholoîde elliptique , èl 
le signe + pour le paraboloidc hyperbolique*^ 

i4S« TinéoniplE» Le vplumè du pafolléli' 
pipède circonscrit à une surface du second 
degré , est constant , quelle que soit la direction 
des arêtes de ce parallélipipède ? 

Démonstration. Soient trois diàmkrfs coû" 
itigùés a/j 2g j 2 h. Les six plans tangend 
à la surface du second degré, menés par les 
extrémités de ces trois diamètrds , sont paral- 
lèles deux à deux , et comprennent le paral- 
lélipipède circonscrit. Or, on a démontré (art^ 
107) que le volume du parallélipipède obliqua 
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construit Sur les trois demi-diatnëires/, gy h^ 
est égal au parallélipipède rectangle construit 
sur les trois demi-diamètres principaux a> 6, c; 
donc tous les parallélipipëdes circonscrits sont 
égaux en volume ^ et l'expression de ce volume 
est 8 abc. 

s. VL 

De la Discussion des Equations numériques 
du second degré à trois variables (i). 

149. L'objet de cette discussion est de re* 
connaître la forme et la position d'une sur^ 
face du second degré , représentée par une 
équation dont tous les termes ont pour coef- 
iîciens des nombres donnés. Quelle que soit 
cette équation , elle sera comprise dans l'équa- 
tion générale (art. 95 ) : 

«|- A. Cap + a C'x -J- â C^z ) 

Les surfaces du second degré , représentées 



(1) Ce mode de discussion est Tobjet d'un article de 

M. Petit I inséré dans la Correspondance , tom. a, p. 32s4« 

26 
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par cette éqtiaiîon générale y se divisent d^abord 
eii denx classes ; la première comprend les 
trois surfaces qui ont un centre t VEllipsoïde , 
IHjperhoîoïde à une nappe , VHjperholoïde à 
ckujc nappes ; la seconde , les deux surfaces 
qui n'ont pas de centre : le paraboloïde ellip^ 
tique > et le paraboloïde hyperbolique. De ces 
cinq surfaces , les quatre premières peuvent 
être dé révolution. Elles comprennent comm« 
cas particulier , la sphère , le cône , les cy- 
lindres qui ont pour^ bases les courbes du 
second degré , lé système de deux plans qui 
se coupent ou qui sont parallèles , et le point. 
Nous allons exposer une méthode générale 
pour reconnaître à quelle espèce ou à quel cas 
particulier des surfaces du second degré, on 
doit rapporter la surface dont Téquation est 
donnée* 

ï5o. Comparant réquatiôn proposée à Téqua- 
tîon (i) (àrl. ï49)» ^^ formera JejS équations 
( art. 97 ) qw déierniiûent les cpordonnéêsi 
€t y ^ y y an centre de la surface: 

^*4.^^^-f JBV-f-C =0, 
Bfi^^A'^ + By +C'=a^ 
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CLacune de ces équations étant linéaire > elle 
représente un plan ^ et un point quelconque 
de ce plan a pour coordonnées it , jB , >. Ou 
trouvera , pour ceS trois coordonnées ^ où defl 
valeurs finies , du des valeurs indétertpinées j 
ou des valeurs infinies^ Examinons successi-* 
venient ces trois cas, 

I®. Les valeurs des trois coordonnées du centre 
de la surface sont finies^ 

Soient et . 6, ^ y \es^ coordonnées du cetitr» 
de la surface , pris pour origine des coordon- 
nées. En supposant (arté 97): 



^Bfiy-^- a B'ay -f- a B^çifi \ ==i — JSf ^ 

2Ca 4.aC'i +aC//y'-.lf ) 



réonation |[énérale (i) (art. ^49) 4^viem : 

Ajant nonitné a , h ^ c les demi-diamëtres 
principaux de là surface ^ et rapportant la sur-^ 
face à tes diamètres ^ on a pour équation de 
la surface (art. io5 et 106): 
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OU 

Désignant par /î* (art. 99 et loo) Tun quel- 
conque des carrés a*, 6*, c% et supposant 

fi' , . . , a» &* c* 

-^ = ^ , les trois quantités -7^ > -17- > -77- 

/z H H H 

- • 

sont donnéejS par Féquation (i) (art. 100). Si 

dftns cette équation (1) on met — à la plac« 

de s , elle devient : 

ii^t*(^A + A' + A1) \ 

+ AB*+A'B:^+A/fBn*—AÂ'Aff—:iBB'BO 

Nommant f , £', t^/ les trois racines de celt« 
équation (/')> on a : 

•—-Ë. h*—— ^—JL 

J_--P__i. JL=iF-il J^-m-JL 

Les trois quantités P, /^, -P' étant (art, io6) 
toujours réelles, les racines r, ^', t'' le sont 
aussi f d'oii il su^t qu'on pourra faire usage 
de la règle de D^scartes pour connaître le 
nombre de racines positives et négatives de 
l'équation (/') (voyez Complément des Elémens 
d'Algèbre, xleM- Laerpix, 3«. édit, , pag. 67). 
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Suivant cette règle , le nombre des racines po- 
sitives sera le même que celui des variations 
de signe des termes successifs , et le nombre 
des racines négatives sera égal à celui des per- 
manences dans les signes de ces termes. Les 
signes des racines de l'équation (/') détermi- 
neront ceux des quantités P, F, PL Ou ces 
trois quantités seront positives , ou deux seront 
positives et une négative , ou deux seront né-- 
gatives et une positive , ou enfin elles seront 
toutes trois négatives. 

Dans le premier cas , la surface est un ellip- 
soïde (art/ n5); dans le second (art. ii6)f 
un hyperboloïde à une nappe ; dans le troisième 
(art, 117), un hyjierboloïde à deux nappes^ 
dans le quatrième cas, la surface est imagi- 
naire ; car il est évident que toutes les va- 
leurs réelles de a:, ^, js rendant la quantité 
Pac^ -|- P^y^ + P^.z'^ négative , il sera impossible 
de satisfaire à l'équation 

j5i. Ayant substitué dans le terme — H 
(art. i5o) les valeurs eij ^^ y (art. 97) des 
coordonnées du centre de la surface, il peut 
arriver que ce terme, soit nul.. Alors l'équaiion^ 
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(E) (a«t. 1 5o ) devient : 

Cette équation appartient évidemment à un 

cône , dont le sommet ou le centre est à 

■ . ■ ' ' ' ■ '. . . 

l'origiae d«s coordonnées. En eâfet, supposant 
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le rap|j|ort -r^r- égal à une constante, Téqiia- 

tîoa (fi/) fait voir que le rapport — - sera aussi 

constant. Ces deux rapports ne varient pas 
pour les points du cône situés sur une même 
droite, passant par le sommet. 

Si réquatioa (^0 ne contient que les trois 
premiers termes Ax^ , -^'j* , A^^z^ , et si les 
coefficiens de ces termes sont dé mômè signe ^ 
l'équation proposée appartient à un point. 

2®. Les valeurs des trois coordonnées du 

centre sont indéterminées. 

' ' * . , •. « 

i52. Dans ce caî , lefc trois équations li- 
néaires (art. i5o) , entre <* , jô , >^ , se réduisent 
â deux bu à une seufe. Supposons qu'elles se 
réduisent à une setile, cette équation unique 
représente le plan des centres, et Téquation 
|>ra|)Osée est le produit de cîeuaç facteurs li- 
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néaires en oc ^ y ^ z qui appartiennent à deux 
plans parallèles au plan des centres , et situés 
à égales distances de cç dernier plan. 

Lorsque , des trois équations linéaires en 
#t, j8, 7, Tune quelconque est une suite né- 
cessaire des deux autres , eHes appartiennent 
à deux plans , et tous les points de la droite 
intersection de ces cPeux plans , peuvent être 
pris pour le centre de la Surface. Dans ce cas , 
la surface proposée «st un cylindre ou ie sys- 
tème de deux plans , c'est-à-dire un cylindre 
qui a pour base le système de deux droites. 
Coupant la surface proposée par l'un quel- 
conque des trois plans coordonnés , on dé- 
termine la ligne q«d sert de base à la surface 
cylindrique , par la règle connue ( voyez Trai(é 
des Courbes , de ©iot , pag. -jôo , 5^, édi-tion ). 

II est d'ailleurs évident que les trois équa- 
tions qui donnent les coordonnées du centré , 
ne peuvent jamais êtr>e satisfaites indépendam- 
ment de toute valeur de et, jS, 7; car il fau- 
drait alors que tous les coefficiens du premier 
piembre de Tiq^viatiofi j^rjppQsée fussent nuls 
^e qui est absurde» 



• f^> 
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^^. On suppose les coordonnées du çenir^ 
^ infinies. 

i55. On coupera la surface proposée par 
un plan. Si „ qucllç que soU la pQsiiion du piap 
sécant , la sçction qe peut p9$ être une bjper- 
t>Qle , l'équatioi:! donnée représente ( art. i2q) 
lin patc^oloïdç elliptique ; si la section ne peut 
pas être une ellipse , l'équation donnée repré- 
sente un p^raboloïde hyperbolique. Si la section 
f st toujours une parabole , la siirf^ce proposée 
es; vax cylindre ps^^abolique., 

i5.4. Les calculs préparatoires nécessairesi 
pour la discussion des surfa,ces du second degré 
se réduisent 4onç à former les trois équatio^s 
linéaires (art. ^5p) qui donnent les coordon-* 
nées ^^ ^ ^ y àxx centre de la surface , et 
réquation V (art. i5o), dont les racines dé- 
terminent Içs signes des çoef^cien^s ^^ iP, 1^^ 
4e réquation 

P«» + Py ^ P«^^ = 1. 

On complettçra cette discussion en formant 
les équations de condition^ (art. ii4) qui ex-? 
pri^ment qu'une surface es^ t}^ révolu tipi^ ^ 



et les équations qui représentent Tate de ré« 
*voIution. Cependant il sera inutile de former 
ces équations, lorsqu'on aura reconnu que la 
sur&ce proposée est un paraboloïde hyperbo-> 
lique t un cylindre à base hyperbolique ou pa- 
rabolique; car il est évident (art. lao) que 
ces surfaces ne peuvent pas être coupées sui- 
yant des cercles , et leurs équations privées des 
trois rectangles ne satisfont pas à la condition 
trouvée (art. ti4)* 



FIN. 
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NOTES. 
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Sur la transformation des coordonnées rectaïk- 
gulaires en d'autres coordonnées rectangu- 
laires , pag. 126, art. 85. 

Des neuf constantes a , a\ a" y h^ î/^ 3^, c^ c', c^, trois 
étant données , on calcule les six autres. La symétrie du 
calcul dépend du choix des trob premières constantes* 
M. Mongé a effectué ce calcul , en prenant pour données 
les trois cosinus a, 6<, c*f ^ q^u^on a désignés (art. 86) par 
cos ( » , a/ ) , cos (jr, jr' ) , cos ( jp , ar* ). Nommant r \t 
rayon des tables , et faisant pour abréger : 

rJ^a + y + c9 = M^ 
r + fl^ }/ — cft — Ni 

r — tf — y+<:*=:Ç, 

on trouve : 

a 2 ■■ : • 



( »5. .) 






2 



v/mp 



€/, = — v^pç L v/]tfîvr. 

Ces formules ont été publiées dans un Mémoire cle 
M. Monge , qui 9 pour titre : «Expression analytique de la 
l^ënération des surfaces courbes.» (Mémoires de i^Aca^ 
demie de Turin, années 1784 et 178S). 

M. Carnot a donné, depuis lengtemSf une solution die 
ce problème:' 

Xa position 'd*un point étant âèterminèe dans V espace 
par trois coordonnées quelconques y faisant entre ell^s des 
angles dominés , on propose de chaitger les directions de ces 
coordonnées , en supposant ^ue Von connaisse V angle que 
Jhit hhacûne de ces nouvelles coordonnées par chacune des 
anciennes» 

ë 

( Voyez le Mémoire sur la relation qui existe entre le&^ 
dislancèjs^ respectives de cinq points quelcçnques pris dar)^ 
l'espace. ln-4**« Paris, 1806.) 

Les propositions (art. 60 et 69) que M. Cartiot a pu- 
bliées , en i8o3, dans sa Géométrie de position, pag. 3o4t 
et qui ont été , Selon ce savant , découvertes dans If. 
même tems par M. L'huilier de Genève , serveàt de biise 
à ce^c solution. 



w" 
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Trigonométrie sphêrique^ pag. i36 , art, 90, 

Pour trouver la relation entre le$ lignes trigonofné* 
triques des angles formés par quatre droîles données, qui 
concourent vers un même point , concevons un parallé-» 
lipipède dont les arêtes et la diagonale soient dirigées 
suivant les droites données. Nommonsy,^, A^ i les lon^ 
gueurs des trois arêtes et de la diagonale , on a (art. 62). 
réquation ; 

**=/'+^'+A^+2/3?cosc/;^)+V*cos(y;Â)+2^*cos(^,A)» 

ou 9 en divisant les deux membres par A'-; 

+ ir«^o« C/î *) + -^cos (/, ft) + ^ cos isj A). 

Remarquons que deux laces parallèles du parallélipipède^ 
comprennent entre elles Tune des trois arêtes y, g^ k, et 
la diagonale k ; d'oill il suit qu'on a pour Texpression dç 
la distance de ces fa'ces parallèles , deux valeurs : d^où réf^ 
sultent les équations suivantes. 

Î/ «n (/» ^^ ) = 4 siu ( kj gh) », 
«sîn(^i/A) ==^sia(*,/A), 
Asin (A,/^) =:&sin(A,/^>. 

"Cirant dtç ces équations (2) les valeurs de -^ , -77 > -jr* 



(«) 
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et Tes substituant dans réqualion (i) , on a : 

sin'(t,^A) 8in'(A-,/A) sin'(^,/<y) 
sin* (/, éfA) "^ sin' (^,yA) "^ sin>( A,/ér) 

^ a cos (y, y).!|L(*iJJ ;) »"(*>/*) 

sm (/, ^A) sm ig,Jh) 

_L , ..~ A r A ^ s'ttÇ^^ gA)sin (,k,/g) 
t ^ -* (/' *hinC/,^A)sin(A,y^) 

+ a cos C^, f^y ^inik,/h)s\T,ik _Jg) 

^ ''^'^«n(«,/A)»in(A,/^) 

Des quatre droîtesy, g, h^ k dont la direction est con- 
nue 9 une seule étant donnée , les trois autres sont déter- 
minées par les équations (2). 

Par le point de concours des quatre droites données , 
«levons des perpendiculaires aux plans des trois fixées du 
paraliélipipède , qui passent par ce point. Considérons ces 
perpendiculaires, comme les arêtes d'un second paralié- 
lipipède , qui a même diagonale que le premier, k étant 
cette diagonale commune, soient F, G^ H, les arêtes 
du second paraliélipipède, perpendiculaires aux faces du 
premier {gh) , {/h ), (Jg). On a les équatipns : 

F' 6* H* 

, 2FGcos(f,g) ^ aFHcosjF.H) , aggcos(C, H) 
+ -p + f,. + Y- 

!F sin ( F, GH) i£= * sin (A, GH) , 
G sin ( G , F/f ) = * sin ( Ar , FH ) , 
Hsin (H, FG) = * sin ( A, FG ). 

Les angles {F, G) , (^F, H)^ (^G ^ H), sont évîdem- 
nent égaux à ceux-ci : {gh^/h)^ ig^f/g)! U^i/ff)^ 



( ^H ) 

J.es plans (G//) , ( f if ), ( FG ).sont respectivement per- 
pendiculaires aux arétesy,^, h du premier parallélipipcde ; 
d'où^il soît que les angles ( F, GH ), ( G, FH), ( H^FG") 
sont égaux aux. angles {gh^f) , (Jh ^ g)^ Ug^^)' Le* 
trois angles (k, GH), (A, jF/f), (*, FG) sont les 
con^plémens des angles i^k^/) , (Ar,^), (Ar, A). Ces 
égalités d'angles changent les équations {%') en celles-ci : 

JP cos ÇAr^/) G _ cos(Ar,^ ) 1/ cos ( A^, A) 

Ar ~cos(^A,/)' A ~sin(yA, ^)* A sin(/^,^)* 

Substituant ces valeurs dans.l^é|]uatioii (1^)9 elle diçy^^-nt: 

sin»(^A,/) "*" sin» {/h, g} '^ fin^i/g, h) 

:ic.o&(k j f) cou ( k . fi^) . ^ -, ^ 



l«bMi«h«^ 
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sin ish if) sin (/A, ^ ) . 

, acosCA,7)cos(A,A) __ ,^ / ^^J 

^sin'{gh,f)sïn{/g,h) ^^ *^^^ 

a cos (A, g) cos (A, &) 

Une (}|ie)pQnquedes qqaire dfoitçs4onnéf9s.p^tt être con- 
sidérée cop:vme Ja diagonjtle que vous avons idé^ign^ par 
la lettre A; d'où il suit que les lignes trigonométriques des 
angles qu'une droite forme avec trois autres droiiies , 5ont 
liées entre elles par huit équations , dont quatrie sont Sem- 
blables ht Fé^ation (tf), et les quatre aptres sont semblables 
à réquaiîon (a'). Les deux équations (a) et (a') ont été . 
données par i^f . > Frçnç^is , et hnwitiéfs dans la i^orres- 
pondance , ttimc i*''. «rpa^ , v Je. 4ne suis . sei|lement 
proposé de faire voir cppar. _;. /en ippVivdit déduire de la 
même considération de .< ,v.trie les quatre svsteme^^ 
d'équations ansrlogues ani i\^jations connt^es (rf)' et («')."" 
(Note lue à la Société philomatique. Mai 181 3.) "^ ^ 
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IIL 

)€S relations entre les dijférens systèmes de 
diamètres conjugués d*une surface du second 
degré, (i). 

L'équation de Tellipse tapportéë à tes dtàmètpes coh- 
iguës 2/ ei 2gi est , comme on sait : 

.n transformant les coordonnées obliquas dt'j.y en ooor^ 
t)nnées rectangulaires 4^9 j^ ^ et exprimant que l'ëquaiioa. 
ansformée est identique avec Tëquation de Fellipse rap- 
ortée À ses axes principaux 9 on obtient tes relations sui- 
antes : 
i) ô* =:/»cos*ie -H g'^cos'fi ^ 

2) 3" c=/^sin*# + ^ sinM » 

3) a3 t==^ sin ( « — /8 ) ♦ 

4) y** sin a cos * + ^* sin /6 cos ^ aaiï, 

a et aJ représentant les axés principaux de l'ellrpse,' 
I et ^ les angles que les diamètres conjugués 2y*et 2g font 
/ec l'axe 2 a. 
L'équation (3) démontre. la proposition coimiiie^i^u&le 
irallélotgramme construit «ur -deux diamètncR cdn^l^s , 
t conststnt et égal au rectangle construit sur-les a3Bes. 
,outant les équations (j) et (2^^ on troute : 

c^est-à-dire que la somme de^rtJ&iDrés des diamètres con^ 

I ^és est constante. ««^luo^ig . 

. »• ,*» ' ' ' ^ ... 

— ■ ■ ■ »f> ^ ' — * 

m) Iles dânonstraiions codieoues dftn».jO#tte Not« sent de JA. Petit. 
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Menons par l^origine des coordonnées tin tfoisième axe 
des z perpendiculaire au plan de rellipse, et nommons 
f , 4^, V les angles qu^une droite quelconque D fait arec 
les axes des x^ des^, et des.r, les projections du demi- 
dîamètre y sur ces axes seront y*cos «^ y^sin a , o; cell» 
du demi'-diamètre ff sur les mêmes axes seront g cosfS, 
' g sin fi j o. Donc en représentant par J^ et ^% les pro- 
jections de y* et de g sur la droite D^ on aura (art. 63 J : 

y =5^ cos et.cô» 9 +/sin «.cos 4^, 
g' z=ig cos /8. cos 9 ."|- ^ sin /8. cos 4^. 

Carrant ces deux équations , les ajoutant , et réduisant aa 
moyen des équations (i)^ (a) y (4)9 on a : 

(6) y* 4" tf'" ^= ^* ^^** ç -|- J» cos* 4^ ; 

ce qui démontre la proposition suivante : 

La somme du earri des projections de deux diamètres 
conjugués d*une ellipse sur uhe droite prise a "Volonté , est 
constante , quelle que soit la direction des diamètres con^ 
jugués projettes. 

Les résultats que nous venons d'obtenir pour Pellipse , 
s'appliqueront à l'hyperbole, en changeant dans les équa- 
tions précédentes b en h y—i. 

11 est facile maintenant d'étendre ces propositions aux 
surfaces du second degré. Pour cela considérons un pre- 
mier système de trois diamètres conjugués d'un ellipsoïde, 
et représentons-ies par- les trois lettres/" , S j ^' Désignons 
pary% g^j M un second système de diamètres conjugués 
de la même surface, entièrement indépendant du premier. ' 
Mous allons prouver que les deux systèmes (/*, g^ h) 
{^j g^f^ M ) sont comprb dans une série de systèmes de 
diamètres conjugués ^ tels que. deux successifs auront un 
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dîaxnitrè commun. Observons d^abord que le dUmètro, / 
par exemple , restant le même , les deux autres diamètres 
^ et A peuvent varier d^une infinité de manière , en les 
assujétissant seulement à être conjugués Tun à Tautre dans 
la section dont le plan est conjugué à ce diamètre f* 
Cola posé, concevons par le diamètre y du premier sys- 
tème , et par le diamètre g^i du second système, un plan 
qui coupe le plan de ^ et de A suivant un diamètre g' •^ 
appelions h' le conjugué de g' dans le plan de g et de h. 

On aura aussî un système /, gf ^ h! qui aura le dia- 
mètre f commun avec le système f^^g^h, ( 

Le plan des trois demî-dianiètres y , ^', ^" étjnt évl- 
clamment conjugué au diamètre A', on pourra substituer 
aux diamètres /^ ^', le diamètre gH et son conjugué dans 
le même plan^ que nous désignerons par y''. Nous ob-* 
tîetidrons par là un troisième système de diamètres con- 
jugués A', ^", y, qui aura avec le précédent le dia— 
'tnèfre h' coinmun , et ce dernier aura aussi un diamètre 
•commun ^" avec le second système donné (y*", g^^^ A^ ). 
D'après cela il est facile de voir que les propositions que 
nous allons démontrer pour «leujc systèmes* de diamètres 
conjugués qui auront un axe commun, s'appliqueront à 
deux systèmes indépendans Pun de l'autre. 

I". Proposition. Lu paraJlélîpipède construit sur hs 
diamètres conjugués d'un ellipsoïde , est constant. En effet, 
CCS deux systèmes ayant un axe commun , les deux parai- 
lélipipèdes correspondans auront une arête commune , et 
les parallélogrammes formés par les deux autres, seront 
•équivalens comme construits sur les diamètres conjugués 
4^une même ellipse. 

a*. La somme des carrés des diamètres conjugués d'un 

'1 
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éltipsoide , est constante. Cette proposition est ëvidentay 
puisque ces deux systèmes ont un âxe commun, et qve 
les deux autres diamètres de chaque Système sont con- 
jugués à une même ellipse. 

3*. Là somme des carrés des projections des diamètres 
conjugués d*un ellipsoïde sur une droite quelconque donnée 
de position , est constante. Cette proposition n'est pas 
• moins évidente que la précédente, 

4*. La somme des carrés des faces du parallélipipède ^ 
construit sur les diamètres conjugués d*un ellipsoïde , est 
constante. Représentons par f, g ^ h\t premier système, 
et par y, g'^ h^ le second système, auquel nous suppo- 
sons un diamètre f commun avec le premier. Les dia- 
mètres ( ^ et A ) , ( ^' et A' ) sont conjugués à une même 
ellipse. £n les projettant sur le diamètre/, on aura d'après 
ce qui a été démontré : 

ê'cos^Œg) +^'cos''(/,A):=^"cos^(/,^0+^"cos'(/, h'). 

Retranchant cette équation de ^* -[- A* = g'^ + A'% 
on aura : 

**sin*(/, g) +A»sin'(/, A) =^'«sin-(/, g^) + h^* sin»(/, A'). 

Multipliant cette dernière par/"', et ajoutant Péquation 
démontrée : 

• g^h^sin'' ( ^ , S ) =^ é^' Â"sin' ( ^, A'»)» 

on obtiendra l'équation qui renferme la proposition énoncée. 
Les quatre propositions démontrées ci^dessus , ainsi que 
les conclusions tirées de la comparaison des équations (8), 
Cq), (art. 107) , sont applicables aux autres surfaces da 
second degré qui ont un centre , en observant de prendre 
négativement les carrés des diamètres conjugués imagi- 
naires. . . . ' 
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IV. 

Exemples de la discussion des équations numé^ 
tiques du second degré à trois variables, 
if après la méthode indiquée dans ce Traité des 
Surfaces du secoad degré (pag. 24i*M9> 
art 149" ^^4' ) > P^ ^* Chasles. 

Quand on a réquation 
'Ax^+Ay+A"z^+2iByz+JB'xz+jB"xj)=^ H, (i) 
d'une surface rapportée à son centre , si l'on fait t égal au 
carré de la valeur inverse d^un demi-axe principal de cette 
surface , les trois valeurs de t sont données par Téquation 
( art. i5o) 

j4-^A'+A" . AA'+A A"+A'A'—B^—B'^—S^* 

AA'A'-\- 2 BB'ÏÏ'—AB'—A'B'^^AI'B'^ 
^ — «o 

ou ,»_|t«+^«^;g = o. (1) 

Toutes ses racines. étant réelles, cette équation en aura, 
d'après la règle de Descartes , autant de positives que de 
variations de signes, et autant de négatives que de perma^ 
nences; et de la connaissance des signes de ces racines ^ on 
concltira quel est le genre de ia surface représentée par 
l'équation (i). 

Lorsqu'on reconnaît à priori t[ue la surface est un hj»^ 
perboloïde, il suffit de chercher quel est le sigfbe diS la 

quantité -g^- • suivant qu'il est 4" ^^ "— » ^^ surface est à 

deux nappes ou à une nappe. Car, dans ce cas ^ on est certain 
que l'équation (2) a au moins une de ses racines négatives; 



^ I 
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mais leur produit est égal à jfi $ ?•' conséquent il y en 
-aura deux négatives et une positive , ou bien une négative 

et deux positives , suivant que cette quantité ^r^ sera posi- 

tive on négative. 

Quand la surface représentée par Téqnation (i) est de 
révolution , Ton a leîi conditions (art. 1 14 > pag. i84 ) 

BB\J"—A ) + B'{ B^'^—B'^ ) = o , l . . . (3) 
B'ff* ( A'—A^) + B ( B'^— B"') = o , ) 

dont l'une est une suite des deux autres ^ et l'axe de révo- 
lution a pour équatioQS 

Bx = B"zj By = B"z. 

Quand les deux rectangles xz^ jrz manquent dans 
l'équation (i), et qu'on a' la relation (page i85 ) 

B''^—{A'*-^A') {A^ — Ay^o... (4) 

la surface est de révolution ; et Taxe de révolution a pour 
équations ( pages i84 et i85) 

A-'A' 
x=:o,^s= — jr- »' 

1. Hyperbololde à une nappe. Soit : 



** + 5j^* — a »* + 'xxy -f- 4/'« + »+4>' + 5* = 5. 
JLies coordonnées du centre de la surface que représente 
jCfix» équation, seront données par les trois 

aaf + a^+S = o , 6^-}-»2a:+ 4* + 4 = ^ > 

J'ajoute les deux dernières et j'en retranche la première , 

ce qui donne 8j^ + a ±=: o , ^ sa: •— - , et partant , 

4 
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5 

*=—--, jg r= o. La surface rapportée à son centre a 

pimr équation 

(38 \ 
5+— ). 
lO ^ 

s 

La section par le plan des xz est une hyperbole, ainsi 
la surface est un hjperboloîde ; or Ton trouve 

JV^=— 6— 4+a<o,elJÏ=54-->o,donc— <o, 

et par conséquent la surface est à une nappe. 

Si le dernier terme de l'équation proposée était —5^ 

alors on aurait H =2 --— .5<[o, ct~>o;la surface 

serait donc un hyperboloïde à deux nappes ; ce qu'on au-* 
rait pu voir en observant que la section par le plan des xjr 
a pour équation 

^ + 5r* + 2arj^+(5— — ^ = 0, 

OU (^+r)*+2^* + (5 — — J = o; 

pour satisfaire à cette équation j il faudrait égaler à zér» 
chacun de ses trois termes, ce qui est impossible , à cause 

5 -)} par conséquent la courbe qu'elle 

représente est imaginaire , ce qui indique que la surface | 
que nous avons reconnu être un hyperboloïde, a deux 
nappes. 

2. Hyperboloïde de révolution. Soit : 

la surface est rapportée à son centre , et c'est un hyper* 
boloïde , puisque la section par l'un des plans coordonnés 

est une hyperbole. L'on a ici IV =: - , 2? =^ "TT ' 



i 
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par conséquent la surface sera à une nappe ou à Awx , soi*^ 
vant que K 4era négatif ou positif. 

Les équations (5) sont satisfaites, ainsi la surface est de 
révolution ; et Ton s'assure facilement que l'aie de révo- 
lution fait des angles égaux avec les trois axes coordonnés. 

3* CyUndfe elliptique. Soit : 
les équations qui donnent les coordonnées du centre sont 

4^ + 47*"}" 1=0. 
Retranchant la première de la seconde on retrouve la troi- 
sième. Ainsi la surface a une infinité de centres tous situés 
sur une ligne droite qui a pour équations deux des tros 
précédentes : c'est donc un cylindre (art iS^). 
Sa section par le plan des xj' a pour équation 

a:* -f- 5.j^ -f- 2 xj- + 4^ + 5a: — 5 = 

et représente une ellipse ; ainsi le cylindre a pour base une 
ellipse. 11 serait facile de déterminer les ânes principaux 
de l'ellipse suivant laquelle on coupe ce cylindre par un 
plan perpendiculaire à ses arêtes ; il suffirait de diercher 
les racines de Téquation (2) , qui dans ce cas se réduit k 

car toutes les fois que la surface est un cylindre , l'an 
de ses axes principaux est infini , et on a JV=: o. 

4* Hyferbohïde à deux nappes* Soit : 

les coordonnées du centre de cette surface sont 
par les équations 
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— 6 « — 6 X — 6 j* -4^ I = o ; 
d'où Ton lire aî = o,y=o, «=^» 
Lia surface rappontée à son centre a pour équation r 
^* + ^y^ — 5 z* + 4 ^J" — 6 a: J5 — 6 j js= 5 — — • 

L'on aZ»=i-}-.2 — 3 = 0, ce qui indique que l'équa- 
tîon (2) a au moins une racine négative y et par suite que 
la surface est un hyperboloïde 3 or 

i\r= — 64.36— 9— i8 + i2=i5, tf=5— ^, 

N 
donc 7jf3 ^ o } et par conséquent la surface a deux nappes.^ 

5. Paraboloïde eUiptiaue, Soit : 
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Les équations qui donneront les coordonnées du centre de 
cette surface sont 

2 a: -f* 2 j* +3 = 0, 6j* +2x + 4^ + 4 = ^> 

4«+4j^ + 5 = o. 

Retranchant la première de la seconde., on a ^ i. L. \^ 

4^ + 4^+ i = o- ^ 

Cette, équation est incompatible avec la troisième, ainsi 
les coordonnées du centre sont in&nies', et la surfece est 
un paraboloïde ;. or la section par le plan des x z sl pour 
équation a:* + 2 z* -f" 3 z + 3 x = 5 , et représente uu«- 
ellipse ]| ainsi 1^ paraboloïde est elliptique. 



{ 



6* Deux Plans parallèks. Soit : 
^* + 4j^* + 9 ^* + 4 ^y — . 6 jr ^; — i2j' z.+ je 
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Les coordonnées du centre do cette surface seront données 
par les équations 

\ iSjfc — 6a? — i2j^ — 3 = 0. 

t 
I 

Si Ton divise la deuxième par 2 , et la troisième par — 5 , 
on voit qu'elles sont identiques avec la première , par con- 
séquent la surface a une infinité de centres situés sur un 
même plan qui a pour équation a x-^jr-^^ z-f"is=^ } elle 
est donc le système de deux plans parallèles (art iSa). Et 
en effet si Ton transporte Torigine au point du plan, lieu des 

centres , qui a pour coordonnées 0:=;— --,j<'s=:o,z=:o, 
l'équation proposée deviendra 

ou (ar+ay— 5z)*=:(i+|), 

qui se décompose en ces deux«ci : 

mm 

x-^^jr — 5« = - \/Tj x + ay— SzV?:— - yT"; 
lesquelles représentent deux plans parallèles.. 

7. Ellipsoïde. Soit : 

3 X* + J* -|- z' — 2 xy + j* z — 5xz -f- j- — 2 =s o ^ 

l'on trouve que les coordonnées du centre sont 

— i _ 3 _^ 

a:— -^^y^ ^> z^o-, 

et la surface rapportée à ce point a pour équation 
Je forme l'équation (2) } l'on a 



^ 
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d'après ces valeors^ l'ëquation (s) a trois variations de 
signes, et partant 8e& trois racines positives, ainsi l'équa-* 
Iton proposa représente un ellipsoïde, 

8. Surface imaginaire. 

Si le dernier terme dans réquation de l'exemple 7 ^ 

3 
au lien d'être— a, était -f-a, on aurait ^=:--^2<^o; 

l'équation (2) aurais trois permanences de signes, et par 
conséquent ses trois racines négatives, ce qui fait voir que 
l'équation 

» 
représente une surfece imaginaire (art. i5op. 245)* 

9. Point. Soit : 

i4a^+ 3oj*+ Il «•4-58j:j'-4«24xz + 36j*» 
— 24-3? — 26 j^ — 18 z -^ ï5 ;ss: o. 
On trouve pour les cordonnées du centre a?=: i ,. j* s= -—2 ,. 
z =: 5 , et réquation rapportée à ce point devient 
i4^*+5oj^*+ II «•+38a:j*-f«24xz + 56/zï=îOf 

elle représente un côoe (art i5i). Pour voir si ce cane ne 
se réduirait pas à un point , je le coupe par un plan quel» 
conque qui ne passe pas par l'origine } je fais, par exemple,, 
2=1, et j ai 

i4ar* + 3oj^» +58 a:^ 4" 2s4* + 56^+ Il ssob 

Il est facile de voir que cette équation représente nne courbe 
imaginaire ) et en effet elle peut se mettre sous la forme. 

(2J:+j^+i)*+(ar+274-i)»-4-(3i4'5/*+5)*=Of. 
et on ne peut y satis£ûre ^u'en posant les trois équation» 
2ap+J^+ 1 s=;o , af + V+ * î=^ f 5«+5/'+3s=;^^ 
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lesquelles sont contradictoires : cela fait voir que Tcquatton 
proposée représente an point. 

On vérifie ce résuhat en observant l[u'elle peut se mettre 
sous laforme 

Cette équadon donne les trois suivantes : 

2a?-fij^-4-« — 5s=o, a: -j- 2 j^" + « =î <> > 
5ar-f.5j^ + 3« — 2r=o, * 
lesquelles représentent un point qui a pour coordonnées 
a: = I , ^ =; — 2 , z ==: 5. 
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10* ffyperboloïde de réffolution à deux nappes. Soit : 
a «■ — j^ — -- z* -*- 2/ z -+- 4 ^.» — 6 ^J" — 4 = ^ î 

3 3 

cette surface est rapportée à son centre» Je forme Téqua* 
tion (2). 

. L'on a£sc2 — -^— -— -<^o; ainsi l'équation (2) a au 

moins une racine négative , et la surface est un hypeèbo* 

loïde; il suffit donc de chercher le signe de -^^ or 

A:=s4y XV==-r- + *^"*'*"T"*®""^^'==T7**'^^* m ^ 

positif y et la surface est à deux nappes. 

Les çoefficiens de l'équation proposée satisfont aux con- 
ditions (5) , de sorte que Thyperboloïde est de révolution j 
et Taxe de révolution a pour équations 

:ir;=;3z, 2^5= — 5;ç* 
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II. Deux Plans qui se coupent. Soit : 

3j^ + 5z — a = o. 
\jes équations qui donnent les coordonnées du centre sont 

l — 4* + 5 ^"H 5/ + 5;=o: 

des deux premières on tire 

ï 3 ,3.4 

^ = -5-^-5» ^ = + 5^ + 5' 

ces valeurs rendent la troisième équation identique , ainsi 
la surface a une infinité de centres tous situés sur la droite 
dont je viens de poser les équations : c'est donc un cy- 
lindre (art. i52). Sa base sur le plan des xjr a pour équa- 
tion 

2 a:* — ^* — arj^ — 3^ =s a ; 

c^est le système de deux droites qui se coupent ^ ainsi 
réquation proposée représente deux plans qui se coupent ^ 
et en effet elle peut s{ mettre sous la forme 

(ar— j^ + 2z — i) i^x-^-j — z + a)s=o> 

qui donne ces deux-ci : 

X — j* + az — i=:o, aar+j^ — z-l-arsso; 

lesquelles représentent deux plans qui se coupent. 

r 

12. Cylindre parabolique. Soit : 

j'* + 4^* + 4j'2*"5ar — 6z — 4.7^ "h ^ es o. 

Celte équation n'ayant qu'un terme -—Sx, qui renferme 
la variable or , on ne pourra le faire disparaître , ce qui 
fait voir que la snrfiEice qu'elle représente n'a pas de centre: 
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I 

mais ses sections par les trois plans coordonnés sont deis 
paraboles : cette surface est donc un cylindre parabolique 
(art. i55 ) ; car , sans cela 9 elle serait un paraboloïde, puis- 
qu'elle n'a pas de centre : or, tous les plans qui coupent un 
paraboloïde suivant des paraboles sont parallèles à son axe 
principal , et par conséquent trois d'entr'eux ne peuveni 
être les trois plans coordonnés ; ainsi Téquation proposée 
représente un cylindre parabolique. 

i3. Une droite. Soit i 

{2 a: • + 5 J-* + 5 z* + a a? ^ — 6 ar z + a X + 
4^ — a 2 + I c^ o. 
Les équations qui donnent les coordonnées du centre sont 
aj:+y — 3z-4-*ï=o,5j-'4-a5-|7a5=:o,5z— 3x— 1 = 0; 

les valeurs de y et z tirées des deux dernières équatioiis 
rendent la première identique , ainsi la surface est cylin- 
drique ( art. i5a )• Pour avoir sa base sur le plan des^ z , je 
fais :r =: o dans son équation , il vient 

5 (j^^ + z» ) 4. 4j^— a z+ 1 sso. 

Cette équation donne un point qui a pour coordonnées 

3 I • « 

jr :^2 — -, z=-^ ainsi l'équation proposée représente 

une ligne droite qui a pour équations 

5/ + ar + a=:o, 5z— .5x*-i=o. 
Et en effet , étant mise sous la forme * 

( 5 j'- +a: — a )* 4- ( 5z — 3 X — I )• p: o ^ 
elle donne les deux précédentes* 
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i4« Hyperbolôïde de résolution à une nappe. Soit : 

Les coordonnées du centre sont xz=:''9y:i:z — -,zï=:-; 
et réquatîon , rapportée à ce point , devient 

«/• — ^• + 3«* + 4^j^=(3+5); 

la section par le plan des x.z est une hyperbole , ainsi la 

surface est un hyperbolôïde. Or l'on a iH =; 3 + ô ^^> 

iV 
JV=; — 6 — ia<^o, donc^<io, et par conséquent 

t'fayperboloïde^est k une nappe. Ce qu'on pouvait voir en 

observant que la section par le plan des^ z est une ellipse 

réelle. 

Lées coefficiens de la seconde des équations précédentes 

satisfont à Téquation (4)f ainsi la surface est de révolution , 

et l'axe de révolution a pour équations, rapportées au 

I 
centre, z=:o,j-s=; x. 
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i5« Paraholoïde hyperbolique. Soit : 
5 x* + J^* -f- a z* — 4 ^J +5j^z^-5arz+aj — 

Lies équations qui donneront les coordonnées du centre 
sont 

&x — 4j^ — 5z+i;=o, aj-*-4Jc4-5z-^ isso 
4z -^^jr-^Sx — 2s=:o. 

Multipliant la seconde par 2 ^ et l'ajoutant à la première y 
onaz — T^x — i:=o; qu'on multiplie la seconde par 5 y 
et qu'on en retranche la troisième multipliée par 2 , on 
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aura z — ax-4">==o: cette équation est incompatible 
avec celle que nous Tenons de trouver , ainsi la surface 
que , représente Téquation proposée n'a pas de centre ^ or 
\9f section par le plan des xy est une hyperbole : c'est donc 
un paraboloïde hyperbolique (art. i55). 

16. Cylindre hyperbolique* Soit : 

7* — z -f- 5 cz: o. 
Les équations qui donnent tes coordonnées du centre sont 

%x — 4^-^5z + i=o, 3j^— 4^ + 5;ç— I c=o^ 

4* + 5^— -5ar— i =0 j 
des deux premières on tire aâ?=:z— «i, 3j^£=— z — i» 
Ces valeurs rendent la troisième équation identique ^ ainsi 
la surface est un cylindre dpnt l'axe a pour équations les 
deux précédentes (art. i52); la section par l'un des plans 
coordonnés étant une hyperbole , le cylindre est hyperbo* 
lique. 

V. 

De la Projection stéréographique. 

Pour définir un mode de projection | on donne les b'gnes 
qui projettent un système de points, et la surface sur la- 
quelle on projette ces points. Dans la construction de quel- 
ques cartes géographiques , on suppose que les lignes de 
projection sont des -droites dirigées vers un point de la sur- 
face de la sphère qui représente la terre , et que lé plan de 
projection est parallèle au plan qui touche celte surface au 
point de concours des lignes de projection. Cette projection ^ 
qu'on nomme stéréographique y jouit ^ comme on sait^ de 
ces deux propriétés remarquables ; 
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!*• Que tontes les sections pkoes dek sph^e se projettent 
suivant des cercles; 

a*. Que deux sections quelconques se coupent sons le 
même angle que. les projections de ces sections. 

M. Legendre a remarqué que la première propriété a 
également lien pour un ellipsoïde de révolution, en pre^-^ 
nant l'extrémité de l'axe de révolution pour le point de 
concours des lignes de projection ( Voyez la Correspond 
dance sur l* Ecole Polytechnique , tome I, page 76 }• 
M. Hachette a fait voir que cette propriété avait encore liea 
pour une^surface du second degré , dans le cas oii le point 
de concours est à l'extrémité du diamètre de la surface qui 
passe par les centres des sections circulaires de c^tte surface 
( page 225 , art. 1 4o)« 

Le théorème suivant comprend ces deux propositions* 

Théorème. Si par des courbes planes S^ S'y,,, tracées sur 
une surface du second degré, on fait passer des cônes qui 
aient leurs sommets en un même point P, et qu'oncles 

. coupe tous par un même plan parallèle à celui qui touche 
la surface au point P^ les sections seront des courbes sèm-* 
blables entre elles et semblablement placées; elles auront 

. leurs centres sur les droites qui joignent le point P et les 
sommets des cônes circonscrits à la surface suivant les 
courbes 5, S',„* respectivement. 

Démotistmtion. SoilAx* -^A'jr^J^ A!*z^ — /îC = o(i) 

réquation de la surface du second degré rapportée à trois 
diamètres conjugués (art. 107, page i65) : 

Soient fjgy^^ les coordonnées du sommet d'un cône 

qui touche la surface suivant une courbe S ; l'équation du 

plan de cette courbe de contact est ( art. ilfi^ page 282 ] : 

uifX'i-A'er-^yt'hz^K^SS.o. (2); 



( ^7^) 



Considérons la même courbe S comme la base d'on se«| 1 



ce 



cond c6ne {S yP) qui a son sommet à Textrémîté P da 
diamètre de la surface dirige suivant l'axe des z^ en aorte 
que les coordonnées de ce sommet P soient ~ t 

xi^zio^y z=z o,z = y "-jTi > ^* P^'*'^ abréger, z =c. 

. L'équation du plan tangent à la surface du second degré 

en ce même pomt P ; sera • • • • z = V J^ 

el l'équation de la section diamétrale parallèle à ce plan 
sera: ^*» + -^>* — /iC =: o^ (3). 

Nous allons démontrer que le cône {S P), étant coupé 
par le plan diamétral parallèle au plan tan<gent »u 
point P, la courbe qui en résulte , et la section diamétrale 
de la surface du second degré située dans le même plan , 
sont des courbes semblables et semblablement placées (page 
194, art. I 2a}. 

Cherchons d*abord Téquation de la surface conique (SyP), 
Les éqnations de la droite génératrice de cette surface sont : 

;cc=L.(« — c), (4) 

j-s=:Af(«— c). (5) 

Substituant ces valeurs de x et y dans les éqnations (i) 
et (a), et observant que A!* <?'— -iiLcâo, k cause de 

«*S3-^, y on aura, en divisantpar z — c , 

éiinunaut («<—c) 'entre ces deux équations , on aura : 
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( a73 ) 
{K--A"ch) {AL' +A' M'-^A')^ 
+ ^À"c(ALf+A'Mg + A"h)t=io. (6) 

Cette équation e^Kprime la relation qui a lieu entre les quan- 
tités LtXM , et fiiit voir que l'une d'elles prenant (cotes les 
valeurs qui correspondent aux diverses positions delà droite 
génératrice du cane, les valeurs de l'autre pour les mêmes 
pôsilTons sont déterminées. 

D'où il suit que le système des trois équations (4)} (5), (6) 
représente la surface conique («S*, JP). 

Eliminant Z« et il/ au moyen de ces équations, ousubsti- 

XX' 
tuant dans l'équation (6) les valeurs ■ , de L 

z^^c z — c 
et M y tirées des équations (4) et (5) «on aura pour l'équa- 
tion de la surface conique {S f P ): 

r iK — A''ck)(Ax^ + Ay^A"{z—cy) + 
l +a J"c {AJ X +A'gj^ +A' h (z— c) ) (z -c) =0. (7) 

-' On voit qu'en faisant 2=0, le plan diamétral qui 
contient la courbe dé la surface du second degré repré- 
sentée par l'équation (3) y coupe le cône (S^P) suivant 
une ligne dont l'équation est : 

A x^+A'r^ — 2 A" c> {Afx-y A'gr ) 

+ K-A\ch. ~^- ^^\ 

qu'on pourrait mettre sous cette forme : 

^Cx - -^Y+ A'L^fiiy^ 

Comme elle ne diffère de l'équation (5) que par les termes 

Jinéaires et constans, il s'ensuit (art. 122 y page 194) que 

cps deuA acctiops sont semblables et semblablement placées. 

lie centre de la section représentée par Téquation (8) est 



(M) 

sur la droite qui joint le point P et le sommet (/, gfh) 
du cône circonscrit à la surface du second degré suivant 
la courbe «9 , et dont les équations sont : 

En effet , si l'on coupé le c6ne ( 5 , P) par le plan de Té- 
qoation z =; A^ qui passe par ce sommet- (/^ g^ h)j on aura 
l'équation de la section ; en mettant dans l'équation '(7) du 
c^ne {S ^ P) pour z sa valeur h , çlle est : 

Le centre de celte section est le sommet {fy g y h) ^du cône 
circonscrit. Mais toutes les sections parallèles d''un cône ont 
leurs centres sur une même droite qui passe par son som- 
met ; donc le centre de la section (8) est le point d'inter» 
section du plan diamétral 2 = 0, et de la droite (9) qui 
joint le point P et le sommet du cône circonscrit; propo* 
sition qui est encore démontrée par l'équation (8) , dans 

C f ' C £t' 

laquelle les quantités ■ ^ , — ^ sont les coordonnées 

c — h c-^k , 

du point oU la droite représentée par les équations (9) coupe 
le plan des x/. Le théorème est donc démontré. 

Si le point (/, g, h) se meut sur une surface semblable , 
semblablement placée et concentrique à la pioposée^ oa 
aura -^/* + ^^ ^' + A" k^ — /f c=2 a* pour équation de 
cette surface; par conséquent la section préf évente par te 
plan z=:A sera toujours la memeçourKe. 

On parviendrait à quelques autres théorèmes si l'on cou* 
pait le cône par un plan ;s=( qui ne passât pas par !• 
point ifigfh). 
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